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Motiv ation und Einleitung

Die erstenUntersuchungen desTaylor-Couette Systemswurden bereits vor mehr als hun-
dert Jahren gematt, so dasssidh unmittelbar die Frage aufdrangt, warum audc heute
noch Interessean der Untersucung diesesalten' Systemsbesteh. Die urspreingliche Idee
desEnde des19. Jahrhunderts von G.l.Taylor [13] besdiriebenen Systemsbestandin der
experimertellen Bestimmung der Viskositat einesFluids sowie der Bestatigung der hydro-
dynamisdien Grundgleichungen.

Taylor fand zunacdhst einerein azimutale Stremung bei niedrigen Rotationsfrequenzendie
sogenante Couette-Stomung und spater bei heherenRotationsfrequenzendie nach ihm

benanrten Taylor-Wirbel. Entscheidendhierbei war, dasser bereits deren Existenzbereidh

im Fall periodischer Randbedingungentheoretisth vorhersagerkonnte. Somit wandeltesich

dasanfangliche Interesseauch recht bald hin zu einer Untersudung verstiedenerStruktu-

ren und insbesonderederenBifurkationsverhalten [19, 21]. Heute ist einegro e Zahl dieser
Strukturen [8, 17] bekannt, wie etwa Spiralwirbel, wavyartige Wirb el [12] bis hin zu chao-
tischen Strukturen [6].

Dahinter steit das Ziel des Verstandnissesvon in der Natur vorkommendenkomplexen
physikalischen, chemistien und biologistien Systemenauf Basis des Wissens,das man
anhandrelativ einfacher hydrodynamister Systemewie z.B. des Taylor-Couette Systems
oder aber auch desRayleigh-Benad Systemsgewinnenkann.

Das Taylor-Couette System st hierzu besondersgeeignet,da sich in diesemUbergange
zwisden untersciedlichen Strukturen deutlich einfader als bei anderenbestireiben las-
sen[22,23. Zudem bietet esdie Meglichkeit einesguten Vergleids zwisdhen Numerik und
experimertellen Ergebnissen18], was der Bestatigung der Modelle diert.

Zusammengefatlat sich festhalten, dassdas Taylor-Couette Systemaud heute immer

noch ein interessates Modellsystem darstellt, um neue, grundlegendeErkenrnisse zur
Strukturbildung in komplexenSystemenzu gewinnen.

DieseArbeit befat sich mit der linearenund sdwwad nichtlinearen Analyse von Struktu-
ren im Taylor-Couette Systemsam Beispielder M = 2 Spiralwirbel kurz L2-SPI bzw.
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R2-SPI. Die Wichtigkeit der linearen Analyse bestelt darin, dasssie megliche Bifurkati-

onssbwellen desvollen nichtlinearen Systemsliefert und somit als Ausgangspunktweiterer

Untersuchungen anzuseherist.

In freherenArb eiten wurde die lineare Analyse fur Taylor-Wirb el [28, 29] und lineare Spi-

ralen mit jMj = 1 [30] bereits auskihrlich durchgekihrt. Nachdem in [12, 10, 11] aud

ertsprechende nichtlinear Strukturen untersudit wurden, ist die konsequete Fortsetzung
sich nun mit M = 2 Spiralen zunachst im Rahmen der linearen Analyse zu befassen.
Dieserkommt hierbei ein besonderednteressezu, da im Fall der 2-SPI neue,bislang nicht

untersucte Eigenstaften hervortraten.

Erste Erkenrtnisse, die auf ein besonderes/erhalten dieserM = 2 Spiralen hinweisen
sind bereitsin der Diplomarbeit [10] zu nden. Dort wurden marginale Kurven gefunden,
die fur verstiedeneRadierverhaltnisse zwei Minima besa en. Auch wenn an dortiger Stel-

le nicht weiter auf diesesPhanomeneingegangerwurde, solat sich doch bereits daraus
auf eine komplexereTopologie der marginalen Eigenwert achen sdlie en. Die konsequen-
te Weiterfuhrung der linearen Analyse ist die Betrachtung lokalisierter Wellenpalete bei

leicht mberkritischen Kontrollparametern, wie esin der vorliegendenArbeit im Bezu auf

Fronten gestieht. Auch hieraus ergelen sich eberrasdiende und neue Implikationen fur

die einzelnenStabilit atsbereithhe der M = 2 Strukturen (2-SPI).

Im Wesetlichen la t sich die hier vorliegendeArbeit in zwei Teile gliedern.

Im ersten Teil (Kapitel 1 und 2) wird zunadhst die lineare Stabilit atsanalysedurch
UberlagungdesGrundzustandeamittels kleiner Sterfelderdurchgekihrt. Hierbei gereigt es,
die linearen Gleichungen mittels Shooting-Verfahrensaufzuintegrieren, um zwisden sta-
bilen und instabilen Lesungenzu unterscheiden. Ergebnissind die sogenanten kritischen
Sterungen, bei denenverstiedeneSterungsnuster auftreten. Diesewerdenim Folgenden
fur Taylor-Wirb el und Spiralwirbel bei Variation der einzelnenKontrollparameter disku-
tiert.

Der zweite Teil der Arbeit (Kapitel 3, 4 und 5) befat sich vorwiegendmit Spiralstruk-
turen mit der strukturbildenden WellenzahIM = 2 im Parameterkereid kurz oberhalb
der kritischen Werte. Anders als bei den kritischen Werten, hier handelt es sich um un-
endlich ausgedehte Sterungen,treten nun lokalisierte Sterungenauf, die sich mit axialer
Gruppengeshwindigkeit wy im Systembewegen.Dies hat ertscheidendeBedeutungbzgl.
der Stabilitat zur Folge, denn hieraus resultieren unterschiedliche Stabilit atsbereide, in
denen Lesungenabsolut stabil, konvektiv- oder absolut instabil sind. Die Besdireibung
dieserWellenpalete erfolgt mittels Amplitudengleichungen,derenKoe zien ten der lineare
Terme das Anwadswerhalten der Amplituden bestireiben. Sie werden fer L2-SPI unter
Durch uss ausgewertet.

Dareberhinaus werden Stabilit atsbereide, sovohl auf Grundlage der Ginzburg-Landau-
Neherungausden Ergebnisserder Analyse der Amplitudengleichungen, als auch mit Hilfe
der Dispersionsrelationder linearisierten Navier-Stokes-Gleitlungenuntersuct. DasLang-
zeitverhaltent ! 1 der auftretenden Integrale wird mittels Sattelpunktmethode analy-
siert. Grundlegendfer die Unterscheidung der verstdiedenenStabilit atsbereide ist die Un-
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tersuchung der Frontgesdwindigkeiten. Im Bereich konvektiver Instabilit at besitzten die
Gestwindigkeiten beider Fronten einerlokalisierten Sterung und die Gruppengesbwindig-

keit das gleiche Vorzeiden. Dies andert sich beim Ebersdireiten der konvektiv-instabilen

Stabilit atsstwelle. Von nun an besitzendie Ges@windigkeiten beider Fronten versdiedene
Vorzeiden, propagierensomit in unterschiedliche Richtungen und das Systemals Ganzes
be ndet sich im absolut instabilen Zustand.

Um die Wichtigkeit der, in diesenKapiteln, gefundenenResultate im Bezugauf L2-SPI

nochmals hervorzuheken, werdendie entscheidendenErgebnisseam Ende einesjeden Ka-

pitels in einemResune kurz zusammengefa t.

Im Anhang sind die zur Berethinung verwendeten mathematistien Verfahren erlautert.
Hierbei wird zunadst allgemeinauf Randwertprobleme und das hier verwendete Runge-
Kutta-Verfahren zu deren LesungeneingegangenWeiterhin wird das Newton-Raphson-
Verfahren zur numerisdien Nullstellen ndung, wie auch die Sattelpunktmethde zur nahe-
rungsweisenLesungvon Integralen dargelegt.
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Kapitel 1

Das System

1.1 Die hydro dynamisc hen Grundgleic hungen

1.2 Systemgeometrie

m
! r

innerer Zylinderradius
au erer Zylinderradius
Spaltbreited=r, r;
LangedesZylinders
Radierverhaltnis 2
Gestwindigkeitsfeld (r 2 R®)
Druck
Massendibte
kinematishe Viskositat
Winkelgesbw. desinneren Zyliners
Winkelgesbw. desau eren Zyliners

r oo
I nun

__________

!
1
L,
I
]
1
!
i)
A
-
[ L I VO TR

\J

Abbildung 1.1: Geometrieund charakteristische Gro en im Taylor-Couette System

Beim Taylor-Couett Systemhandelt essich um ein System, aus zwei konzernrisch zuein-
ander angeordetenZylindern (Abb. 1.1), die unabhangig voneinanderrotieren kennen.
Der Zwisthenraum st dabei vollstandig mit einer Flessigleit befullt, die die kinematisde
Viskositat  besitzt und inkompressikel sei.
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Das vorwiegendelnteressegilt dabei der Untersucdung von Gesdwindigkeits- und Druck-
feldern, welche das Stremungs\erhalten der Flussigleit charakterisieren,sowie ebergange
versdiedenerBewegungsformenAus Geometriegeinden werdendie Felderin Zylinderko-
ordinaten (r;"; z) besdirieben:

u(r) = ue, + ve + we,

Hierbei ertsprechen u der radialen, v der azimutalen und z der axialen Gestwindigkeits-
komponerne.

1.2.1 Die Grundgleic hungen

Der Ausgangspunktzur Berecinung der Gestwindigkeitsfeldersind Bilanzgleidhungenfer
Masseund Impuls. Hierbei wird im folgendenvon inkompressiblenFlessigleiten ausgegan-
gen.

Die Massemilanz fehrt auf ein Kontinuit atsgleichung

g +r (w)=0 (1.2)

die sich im vorliegendenFall inkompressiblerFlussigleiten ( const) zu

r =20 (1.2)
vereinfaten.
Die Impulsbilanz liefert die Navier-Stokes-GleichungeNSE) [1]:

@ 28 (8 r ) }r p (1.3)

Fur die Bestireibung des Taylor-Coutte Systemssollen die beiden Gleichungen (1.3)
und (1.1) zugrundegelegtwverden.
Als Randbedingungenfer die Gesdwindigkeitsfelderwird an den Zylinderwandendie rea-
listische Annahme der no-slip Randbedingungen([8][17 vorgegelen. Dies bedeutet, dass
die Gestwindigkeiten der Flussigleit und der rotierenden Zylinderwande identisch sind.
Deswveiterenwerdendem Systemin axialer Richtung periodische Randbedingungauferlegt,
um axial periodische Strukturen in langenZylinder zu simulieren.

0 1 0 1
0 0

#r) = @ry (A wr)=@r, ;A w2 =u(z+ L)
0 0
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1.2.2 Entdimensionalisierung

Zur Implemertierung der Grundgleichungen(1.3) und (1.2) werdendiesezuerstfolgender-
ma en erntdimensionalisiert (vgl. Abb. 1.1).

Langenskla:
g g ey 2 | rofafa, 1, 0 o 2
riry;ro; 1,0 r ! Iad CI,dr,dr
Gestwindigkeitsslala:
tt
! = 14
t . baw g (1.4)
Zeitskala (Impulsdi usionszeit):
¢t @ _re
'@ ' " @
Impulsslkala (ergibt sich als Konsequenzder anderenSkalierungen):
p ! d P;
r{ 1
=) % = r% Ryt r)g rp (1.5)
r-¢ = 0 (1.6)

Hierbei sind die auftretendeninnere und au ere Reynoldszahlwie folgt de niert:

Ry = E 1d; Ry = 2 2

Die Taylor-Zahl [13 wird folgenderma ende niert:

1

T:= R,?

Aufgrund der hier vorliegendenSystemgeometriebietet essich an, die Gleichungen (1.3)
und (1.1) in Zylinderkoordinaten umzusdireiben. Zusammenmit der Entdimensionalisie-
rung 1.4 erhalt man die von nun ab verwendete Darstellung:
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Navier-StokesGleichungen

2 2
%= r2u Ry(e r)u r% r_ZngRlVT %
@ _ vV 2@ uw 1@
@ - rv Ryt r)v rtre Ri— ‘@
% = r?w Ryt r)w % (1.7)
Kontinuit atsgleichung
_l@ 1@ @
0 = F@(ru)+ F@\H @W
Randbadingungeg 0o 1
0
ﬁ(r:—):@lA; ﬁ(r:i):@lA; t(z=0)= t(z= L)(1.8)
1 0 1 0
wobei gilt:
_ @ va@ @
(8 r) = u@+r@+wé

1.3 Der Grundzustand

1.3.1 Zirkulare Couette-Str emung CCF (reine Rotation )

Fur kleine ReynoldszahlerR;, R, und ohneDurch uss Re = 0 bildet sich einerein radiale
Stremung innerhalb des Spaltesaus. Hierbei handelt essich um ein laminares Stromungs-
pro | um die Zylinderachse (Abb. 1.2). Aufgrund der Symmetrie der Randbedingungenist
das Feld rotations- und z translationsinvariant und mussan beiden Seitenversdwinden.
DasProl| dieses.als Circular C8uette Flow 1CCF bezeitineten Feldes,lautet somit.

0
decr @ Vece(r) A Pece Pecr(r) (1.9)
0
Setzt man nun (1.9) in die obigen Grundgleichungen(1.7) ein, soreduzierensich diesezu
1@, @ 1 _
F@ + @ r—2 VCCF(r) =0 (110)
2
RlV ccr(r) _ @ccr(r) (1.11)

r @
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mit der allgemeinenLesung
B
VCCF(r) = Ar + ?, (112)

derenlIntegrationskonstarten A und B ausden Randbedingungen(1.8) folgen. Diesesind
jedoch auch noch von der gewahlten Entdimensionalisierungabhangig.Im hier vorlegenden
Fall ergeken sie sich zu:

A= i ; B = (1 ) (1.13)
1+ ) @ Ha 3 '
Der Druck wird durch Au n tegration von (1.11) gewonnen:
r 2
Veer 2(r9
Pccr(r) = Rg — 0 dr® (1.14)
ra
Ri ., B2 '
= — AFT+4ABIn(r) — (1.15)
2 re .
CCF, R =-150..50 CCF,h =0.1..0.9
1,
AN
\ \‘ AN
I\I‘ \\\\\\k\
0.8 “.\ \\ \\\\\\
| VN \\\:\
| \ ) S ] !\ \\ \\\\
,, \ 3 - 06 \ \\ \\\\
1 \ \.\ \\\
\ \ \\ NN
\{:cr(r) \\ \ Vccr(r) , \\ \ N \\ 09
| e -50 0.4 \ . \}
—O.Si \\ \\\ \\ \\ Fas X
, \\ -100 | L 9 \\\\\
M S 0.2+ o R \E\
-1 150 e \\k
20 0 T
0 0.2 04“, 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 1.2: Ein uss von R, und auf den Circular Couette Flow vccg (r);
Kontrollparameter: R; = 150;links: = 0.5, rechts: R, = 0, Re= 0

1.3.2 Ann ulare Poiseuille-Str emung APF (reiner Dur chuss )

Legt man nun dem Systemim Gegensatzzu dem vorherigen Abschnitt einenin axialer
Richtung verlaufendenDruckgradierten auf, sokommt eszur Ausbildung einesstationaren
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Durch ussesertlang der z Achse.Dieserwird als Annular Poiseuille Flow APF bezeitinet.

(Abb. 1.3) 0 1
0
tap e (r) = @ 0 A, PapE = Pare(r;2) (1.16)
Wap k(1)

Wie auch zuvor schon beim CCF reduzierensich die NSE und die Kontinuit atsgleidung
durch dasEinsetzendiesesGesdwindigkeits- und Druckpro Is (1.16) zu:

@uer(nz) . @ 1 @arr(r) (1.17)

@ @ @

(% := von Au en angelegterDruckgradiert) Die Lesungdieser Di erentialgleichung

ergibt sich zu:

@ap F 1—
@ 4

Die Kostanten C und D folgenausden jeweiligen Randbedingungenund lauten in der hier

verwendetenEntdimensionalisierung:

1+

Wap e () = (r?+ Clin(r) + D) (1.18)

cC = — (1.19)
@ )inC)
@+ )In(x ) 1
D T T (1.20)
( )In() ( )
APF, Re=1.5 APF, h=0.1..0.9
0.05 - 5~ , g
Fah™ | C/f\
/ \ L4y oy 7 N\
0.04 —— & / /f N
\ 1.2 // //.///// 0.9 \3
\ - ;- f/// \\‘
N\ AN
0.03 3"\\ ¢ \\ 1
~ \\
, Y Rl ]
VAPU)O.OZ .,‘"’/ / 2 T~ \\ \\\ VAPF(r)O'S ]
[/ e \ \\\\ ]
\\\ \\ 0.6
0.01 — \\\\
\\\\\\\\\ 0.4
\
IS 0 /\
S 0.2
\\7 o // ]
—0.01 | e et 0] . ‘ ‘
0.2 04 ryr, 06 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6

rr,

Abbildung 1.3:Ein uss von R, und aufdenAnnular Poiseuille Flow wap ¢ (1);
Kontrollparameter: R; = 150,links: = 0.5, rethts: Re= 1, R, = 0



1.4. LINEARE WIRBEL-STRUKTUREN 7

1.3.3 Resultierender Gesamtgrundzustand

In den beidenvorherigenAbsdnitten wurden die beidenGrenzfalle der im Systemauftre-
tenden Strukturen fer die Falle aussalie lic her Rotation und reinen Durch usses disku-
tiert. Fur den Fall, dasssavohl der Durch uss Re, wie auch die Rotationsgesbwindigkeit
desinneren Zylinders ; hinreichend klein sind, so ergibt sich ein stationarer Grundzu-
stand, der sich additiv aus diesensuperponierenlat und eine Losungder NSE in allen
Parameterlombinationen darstellt.

0 1
0
to(r) = tecr (1) + tapr (1) = @ vecp(r) A (1.21)
Wap £ (1)

1.4 Lineare Wirb el-Strukturen

1.4.1 Taylor Vortex Flow (M = 0)
Im Fall einerM = 0 Struktur ist die raumliche Variation gegelen durch (vgl. (2.13)):

s = % § %\\//v((rr)) §e”‘z + cic (1.22)

P(r)

Hieraus ist o ensichtlich, dassdie M = 0 Felder rotationssymmetrisd sein meissen,da
keine Winkelabhangigkeit (' ) mehr vorhandenist. Linien konstarter Phase’

kz = const:( ) z= const (1.23)

zeigen,dassessidch dabei im dreidimensionalenum konzertrische Ringe, unabhangig vom
Radius oder im Fall der Ebeneeinesabgerollten Zylinders um Geradenparallel zur z = 0
Linie handelt (Abb. 1.4).

1.4.2 Spiralen (jM] 6 0)

Die raumliche Struktur von M 6 0 Spiralenist linear gegelen durch (vgl. (2.13)):

0 1 1
u U(r)
' = %\X’ § = \\//V((rr)) gkz*M™) 4 ¢ (1.24)
p P(r)

Im Gegensatzum TVF (M = 0) existiert eineetite ' Abhangigkeit. Hierbei ergelken sich
die Linien konstarter Phase' beit = 0 zu:

kz+ M' =const:() z= % (1.25)
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Weltlinien’

A L-SPI T\.]F z
Abbildung 1.4:
Quartitativ e Dar-
stellung der Welt-
linien konstarter

) ) Phase ' versdie-
dener  Strukturen
M=0 1

00 2n 00 I 2n 0 27c0

¢ ¢ ¢

(wobeiM < 0 oderM > 0)

Somit ergelen sich hieraus Diagonalenin der Ebene (vgl. Abb. 1.4), deren Steigung,
abhangig vom Vorzeiten der strukturbildenden WellenzahlM entweder positiv oder ne-
gativ seinkann. Im Dreidimensionalerhandelt essich um einehelixformige Struktur. Dabei
liegt im Fall positiver/negativer M eine Linkssdiraube (L-SPI)/Rechtssdiraube (R-SPI)
vor (Abb. 1.4). Wie schon beim TVF existiert ebenfalls keine radiale Abhangigkeit der
konst.-Phasenaden. Im Folgendenwerden diesemit LM-SPI bzw. RM-SPI bezeitinet,
wobei M = 1;2;::: die strukturbildende Wellenzahldarstellt.



Kapitel 2

Lineare Stabilit atsanalyse

2.1 Mathematisc hes Vorgehen

Im Folgendensoll die Stabilitat des Grundzustands gegember primar herausbifurkiern-
den Spiralwirbeln uberpreft werden.Fur hinreichend kleine ReynoldszahlerR; und R ist
dieser gegember kleinen Sterungen stabil. Dabei bedeutet stabil de nitionsgema, dass
beliebige,aber kleine Sterungender Lesungzeitlich nicht anwachsen[19]. Ohne Sterung
verharrt das System, selbst bei mberkritischen Kontrollparametern im stabilen Grundzu-
stand. Erst unter der Voraussetzungdassbeidesvorliegt einekleine Sterung und eberkri-
tische Kontrollparameter kann das Systemin einenneuenZustand ebergehen.

Diesertbergangder Kontrollparameter vom unter- zum eiberkritischen Bereidh bedingt
somit einewesetlic he Anderungder zeitlichen Dynamik der Steramplituden. Unterhalb des
kritischen WertesdesKontrollparameters werdenalle Storungenwegge@ampft und sterben
somit zeitlich aus. Oberhalb deskritischen Wertestreten Sterungenmit bestimmen Wel-
lenzahlenk zu entspredhendenModen m auf, deren Amplituden exponertiell anwadsen.
Dabei gilt, dassdie Anzahl dieserwadstums®higen Wellenzahlenmit den Kontrollpara-
metern anwadst.

Die marginale Stabilit atskurve stellt die Grenze zwisthen unter- und eberkritischem
Bereidh in Abhangigkeit der Wellenzahldar. Sie markiert, fur vershiedeneWellenzahlen
k den Wert desKontrollparameters, bei dem die Wachstumsrate geradeNull betragt.

Zur expliziten Stabilit atsuntersudiung werdenden Feldernder jeweiligenLesungerklei-
ne Sterungenaufaddiert:

b(r;z;t) = be(r;z;t) + 8(r;z;t);  p= pe + P(r; ;1) (2.1)

Die Aussagerber die Stabilitat erfolgt mber die zeitliche Entwicklung der Sterfelder &
und p. Stabilitat der Lesungliegt genaudann vor, wenn beliebigeSterungenweggedmpft

9
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werden, ansonstenist die Lesunginstabil. Um die Dynamik der Sterung zu untersudien,
werdendieseinklusive desGrundzustandsin Grundgleichungeneingesetzt.Die Grundglei-
chungenin Zylinderkoordinaten lauten nac (1.7):

% = r2w Ry rw % 2.2)
0 = Flg(ru) —gv gw (2.3)

In diesewerdennun die Felder inklusive kleiner Sterungen(2.1) eingesetzt.

Dabei ergelen sich savohl Terme, die bereits alleine die Navier-Stokes-Gleitung des
Grundzustandeserfullen, sovie Ableitungen desGleichen, was eine Elimination dieserBei-
tragein der Gleichung ergibt.

Die soresultierendenGleichungenbestireiben nun die temporare Entwicklung einerin
dasSystemvon au en eingebrabten Sterung 8. Im folgendenwerdendiese,der Einfachheit
halber, nur noch mit & bezeitinet. Es ist jedoch wichtig zu wissen, dass es sich auch
fortwahrend immer noch um die Sterfelder & handelt.

Die vollen Gleichungender Sterfelder ¢ lauten:

% = r2u Ryt r)u+ (4 r)u]
u 2@ gV V2 @
2 ore MM @

% = r?v Ryf(a r)(v+ve)t (us 1)V (2.4)
v 2 @ uv 1@
e re Mo oTe

% = rlzév) Rl[(j (;)(W+@WG)+(U‘G rwl %

0 = F@(ru)+ F@V+ @W

Bei der linearen Stabilit atsanalysewerden nur kleine Sterungen ¢ des Grundzustandes
us betradhtet. DemzufolgekennenTerme, die ausdem nichtlinearen Summanden(t r )
resulierenoder quadratisthe Termeder Sterungenvernadlassigtwerden(vgl. rot markierte
Terme). Somit ergelen sich aus(2.4) die linearisierten Gleichungender Sterfelderinklusive
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der Randbedingungenzu:

% = r?u Ry(us r)u
u 2 @ VgV @
7 re MYz @
% = r2 Ryt r)vg+ (us r)V] (2.5)
v+2@| 1@
2 1@ r@
R T R N O T
0 = @+}—@V+@+E
@ @ @ r 0 1
0
Hr=——) = @0A; ur=-—"—)=@0A; 4@ =uz+L) (2.6)
1 0 1 0

Hierbei wurden die Randbedingungender Sterung (2.6) sogewahlt, dassder Grundzustand
plus Sterung immer noch die no-slip Randtedingungenerfellen. Das komplette Gleichungs-
system(2.5) stellt ein Randwertpioblem (Anhang) eineslinearenpartiellen Di erentialglei-
chungssystemsweiter Ordnung der, das sich in allgemeinerForm als

@

E@x = Lx (2.7)

sdreiben la t, wobei
1

0 u1
§; X:%\Yvﬁ (2.8)
p

Fur diesesin t autonome Systembietet sich eine komponertenweiseLosungin Form eines
Produktansatzeswie folgt an:

0

1000
" Bo100
E‘%0010

00O0O

u(r; z;t) = o(r;; 2e'; baw: p(r;; zt) = pr;; z)e'
mit =+l (2.9)

DieserAnsatz bedeutet, dasseine Sterung fur unterkritische Kontrollparameter mit < 0
weggeampft wird, und entspredend bei mberkritischen Kontrollparametern > 0 ex-
ponenriell anwadst. Das temporare Verhalten einer Sterung wird nad (2.9) durch die
Wachstumsate sawie die Frequenz! besdirieben. Resultat diesertUberlegungenist nun,
dasssich Gleichung (2.7) als verallgemeinertesEigenwertpoblem sdireiben |a t.

Ex = Lx (2.10)
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Unter weiterer Ausnutzung der Systemsymmetrienwie etwa der Tatsahe, dassdasSystem
in ' -Richtung 2 -periodisch ist

t(r;’ z;t) = &(r;" + 2 ;zt) (2.11)

und der Annahme periodiscther Randbedingungen

g(r;' zt) = w(r; z+ ), = 2? (2.12)
bietet essich an die Lesungin ' und z nacd diskreten Fouriermoden zu entwickeln.
0 1 0 1
u 0(r)
% Vv § (I’"' Z't) _ b3 s . % O(I’) §ei(nkz+m' oty cc (2 13)
W . , m=1 n=1 " W(I’) - .
p p(r)

DieserLesunsansat42.13) ist nun in der Lage, mit den ertsprechendenVorfaktoren, jede
beliebige Sterfunktion darzustellen. Dabei stellen die c,.,, die Fourier-Koe zien ten dar
wahrend die komplette r Abhangigkeit in die Eigenmalen 0; ¢; W; p gewandert ist. Es sei
noch auf die hierbei wichtigen konjugiert komplexen Funktionen (c:c) hingewiesen,die
mit hinzuaddiert werden meissen,da es sich um physikalisch reelle Felder handelt. Mit
Hilfe diesesEntwicklungsansatzes2.13) lassensich durch Einsetzendes selbigenin die
Gleichungen (2.5), (2.6) die darin erthaltenen Di erentialoperatoren teilweise wie folgt
auswerten:

@,
@
g I im
@@? I ink 2 (2.14)
2 1@ @ m 21,2
re ! '@ r@ rr k
1 @ @ m? 21,2
- F+ @ @ r_2 n k
g r | u§+ |mTv+ inkw
g ! MVe + inkwg

r

Somit wird durch den LesungsansatZ2.13) das System partieller Di er entialgleichungen
(2.5) in ein System gewwhnlicher Di er entialgleichungenumgevandelt. Diesesmuss fer
jeden Summandenin der Fourierreihe,alsojedesPaar (n; m) bzgl. r gelst werden. Insge-
sant ergibt sich somit ein setisdimensionalefParameterraumder von ( ; R;; Ry; Re;m; k)
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aufgespanh wird, wobei das Systemfer jedes xierte 6 Tupel neu gelost werden muss.
1, @ @ m n2k2

= = = _
r @ @ r2 u
R, MVe + inkwg U
u 2. VeV @
— — + 2R, — =
= r2|mv 177 @
1. @ @ m? 21,2
= -+ = = — nk°v
v r @ @ r2
i . imv .
R, u—@+ mv + inkw vg + 4 inkwg Vv (2.15)
@ r r
2. 1.
—+ r—2|mu F|mp
1. @ @ m? 21,2
= = = k
w te @ 1 n w
Ry ul+ ™ inkw we+ ™ Linkwe w inkp
@ r r
@ 1. . u
0 = —+ -imv+inkz+ —
@ r
_ m? o2 @ @ 1
, u = e n<ks u+ @ @u+ Fu p
R, IerG + inkwg u
2. VeV @
r—zlmv + 2R1r—2 @
m? ) @ @ 1
= — n%k? v+ = —v+ -v
v r2 @ @ r
im @ im
+— —u+ -u 2 R»A — u
r @ p 1
im . mk
R, ITVG + ikwg Vv TW (2.16)
2 1 @
= — n%k? w+ S+ —
w r2 r @
+ik —=u+-u p
im . @
R, —vg + 2ink Ri—=
1 r Vg INKWg W 1@WGU
@ 1. . u
0 = —+ -imv+inkz+ —
@ r r
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Die Gleichungen 2.16 erthalten noch Ableitungen 2-ter Ordnung, die auf ein Di erenti-
algleichungssysteml-ter Ordnung reduziert werden meissen.Zudem soll noch der Druck
p aus den Gleichungen eliminiert werden. Die gangigste Methode, dies zu erreichen liegt
in der zweifadhen Rotationsbildung, wie sie hau g in der Literatur [1] zu nden ist. Hier
wird aber anstelle diesesVerfahrenseine Substitution berutzt, wie sie sdon in freheren
Arbeiten, wie z.B. bei [28, 30] verwendet wurde.

_ @ 1
X = @u+Fu p
_ @ 1

Y = —V+FV

Z =
mittels der Kontin uit atsgleidung ergibt sich somit der Druck p zu:
. 1.
p= X ikw Flmv (2.17)

Zum bessererVerstandnis der Substitution wurden bereits in den Gleichungen (2.16) die
Termein ertsprechenderForm aufgestrieben und zusatzlich noch mit demobenangetihr-
ten Farbcode fur X;Y;Z versehenDas so erhaltene Eigenwertpoblem lautet:

Ex=1Lx (2.18)
0 1 0 1
00000 u
00000 v
. _BOOOOO _Bw
mit E = 10000 ;%= X (2.19)
01000 y
00100 z
mit
¥ = (ur);v(r);w(r); X (r); Y (r); Z(r)" (2.20)
und
0 @41 im k 0 O 0
@ T !
0 241 0 0O 1 0
0 0 2 0 o0 1
o n%ke 2(m  Ry¥e) 0 & o0 o
L = R1(Tve + inkwg)
2% RiA) o e . m g o
R1 (Ve + inkwg)
R1 2w mk m 2%k ik 0 2+

Rl(i%VG + inkWG)
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Im Folgendenkann man sich auf die Falle fur n = 1 besdiranken, da die heherenHarmoni-
schen der Sterung €'k? fur die Stabilit atsanalysekeine Rolle spielen.Um nun die linearen
Eigenmalen u; v; w; X; y; z mittels Runge-Kutta-Verfahren (sieheAnhang) ausdem Eigen-
wertproblem (2.18) bestimmenzu kennen,wird dieseswie folgt umgestreiben (far n = 1):

gx =L x (2.22)

Diesesgewshnliche Di eren tialgleichungssystembesdireibt dastemporeare Verhalten einer
Sterung bei vorgegelenenm und nk, mit

0 1 m. ik o ool
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0O 0 1
+ Mg g2 2(lm RyYe) 0 0 0 0
L =g +Ri(TVe + ikwg)
2(%  RiA) + 207 4 K2 mk m 0 0
+R1(TVe + ikwg)
R12ws mk + M+ 2?2 ik 0 1
+R1(Tve + ikwg)
(2.23)
bzw. mit der Substitution = + ”r”—zz + k2 + Rl(‘%ve + ikwg):
0 . 1
L im ik 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0O 0 1
L = | 203 Ry) 0 0 0 0 (2.24)
2(%  RiA) + m me o mog
R12we mk +k? ik 0 1

Bei den beiden, in (2.23) und (2.24), auftretenden Gestwindigkeitspro len vg und wg
handelt essich um die Gesd&windigkeiten desGrundzustandesin azimutaler- bzw. axialer
Richtung. Die Lesungdieserwurde bereits in (1.12),(1.18) explizit angegelen, und soll
deshalbhier nur der Vollstandigkeit halber angegelen werden:

Ve = Vccr(r) wird gelst durch: vecpe(r) = Ar + % (Anmerkung: Esist audh geadediese
Integrationskonstarte A, die in der Matrix (2.24) zu nden ist.) und

Wg = Wape(r) mittels Wap e (r) = Rew. Die Randbedingungenbleiben un-
verandert wie aus (2.6) bereits belkannt.

0 0 1
Hr=-——)=@0A (2.25)
1 0
0 1
1 0
t(r = 1—) =@pA (2.26)

0
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Zur Bestimmung der linearen Eigenmaden u(r); v(r); w(r);x(r);y(r); z(r) ist esnun not-
wendig das setisdimensionaleDi erentialgleichungssystem(2.22) aufzuintegrieren. Dies
gestienht hier unter Zuhilfenahme einesvierstu gen Runge-Kutta-Verfahrens (siehe An-

hang). Diesist ein allgemeinesVerfahrenzur numeriscien Lesungvon Anfangswertpoble-
men (AWP), deren Anfangshbedingungenfestgelegtsind. Im hier vorliegendenFall handelt
essidh jedoch um ein Randwertpioblem (RWP), dessensetis Randbedingungennur auf
einemTeil desRandesfestgelegtsind.

Das Problem bestelt darin, dassfer die einzelnenEigenmaden u(r); v(r); w(r) jeweils ei-
ne Randbedingungam inneren und fer die jeweilige Eigenmade eine zweite am au eren
Zylinder zu erfullen ist. Aufgrund der vorliegendenno-slip-Randledingungen(2.25),(2.26)
meissendie Gestiwindigkeitseigenmalen u(r); v(r); w(r) auf beidenRandernalsobeir =

— und r = & vershwinden.

Zur LesungdesRandwertproblemswird dasShating-Verfahren (sieheAnhang) verwendet.
Das Prinzip diesesVerfahrensberuht darauf, die Randbedingungenam inneren Zylinder-
rand durch geeigneteStartvektoren zu erfellen und die DGL (2.22) fur versdiedenelinear
unabhangige Startvektoren aufzuintegrieren. Die hieraus erhaltenen Gestwindigkeitsei-
genmalen werden dann so linearkombiniert, dasssie die Randbedingungenam au eren
Zylinder erfellen. Explizit bedeutet dies, dassdrei linear unabhangige, komplexwertige
Startvektoren W(Be z.B.

0 1 0 1
(0;0) (0;0) (0;0)
(0;0) (0;0) (0;0)
ler:rl = Eg_):g; ; X2jr:r1 = 58:8; ; XSjr:rl = 58:8; ; (227)
(0;0) (1,0) (0;0)
(0;0) (0;0) (1,0)
wobei (X;y):=x+1iy;x;y2 R (2.28)

berotigt werden

DieseWahl gereigt der Bedingung(2.25). Um aber auch noch (2.26) zu erfullen, meissendie
durch dasRunge-Kutta-Verfahrenau ntegrierten Moden am au eren Rand nun so kombi-
niert werden, dasssie zusammenNull ergeten. Man erhalt dasfolgendeSystem,daseszu
losengilt:

0 1 0 1
U Uz Us a1
@v, v, vz A @a A=0 (2.29)
Wy W2{2W3 =y az
A

Diesebesitzt genaudann eine nichttriviale Lesung,wenn die Determinarte der Matrix A
verstiwindet. (A = A(R1; Rz Re;m; k)

detA = 0 (2.30)
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Diesist die LeskarkeitstedingungdesSystemsZur Nullstellenberecinung wurde dasNewton-
Raphson-\érfahren (siehe Anhang) verwendet.

Der gewonnene Lesungsektor (a;;ay;as)" ist aufgrund der Linearitat von (2.22) und
der verstwindenden Determinante (2.30), nur bis auf einen Faktor bestimnt, d.h. aud
c(ag; ap; a3)" mit c2 Cist eineLosung.Aquivalert dazukann aucd einesder a; frei gewahlt
werden. Aus dem verbleibenden2 2 Systemsind die beidenanderena;'s durch Invertie-
rung bestimnbar, so dassder Vektor

X(r) = aX(r) + apXy(r) + agXs(r) (2.31)
die lineare Eigenmale des Systemsdarstellt, da er alle Randbedingungenerfulit.

Zusammenfassenda t sich festhalten, dassdie temporare Entwicklung der Eigenmaden
(also der Sterungen) durch deni.A. komplexenEigernwert bestimnmt werden. Dabei be-
sitzen Real- und Imaginarteil von = i' untersdiedliche Bedeutungen:

Re[ ]= :Wachstumsrate; Im[ ]= ! :Frequenz bzl: Sterung

Entscheidend, ob eine Sterung mit der Zeit wieder verstwindet oder gena desAnsatz'
(2.13) exponertiell anwadst, ist der Realteil . Somit kann das System, abhangig von
in drei Bereide unterteilt werden: Fur < 0 ist das Systemunterkritisch, ensprecend
fur > O wberkritisch. Fur = 0 bezeitinet man das Systemals marginal stabil.

Die Determinarte der Matrix A hangt von insgesarh acht reellenParameternab, densets
reelenParameternR;; R,; Re;m; :k sowie dem komlexen Eigenwvert . Es werdenimmer
sets dieserParameter xiert, um die Lesbarleitsbedingung(2.30)zuerfellen und die zwei
verbleibenden Gre en mittels einesNullstellen nders (hier: Newton-Raphson-\érfahren)
bestimmt.

Die beidengrundlegendenAufgabenstellungensehenalsowie folgt aus:

1. Ermittlung der marginalen Stabilitatsgrenze(d.h. Rg[ ]= = 0):

detA (R1;! )iryirekm; ; =0 = 0 (2.32)

2. Beredinung der komplexenEigenwerte

detA( )jriRoRekm; = 0 (2.33)
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2.2 Eigenwerte

Nachdem die Theorie zur Beretinung der Eigenwerte im vorangegangenebsdnitt dis-
kutiert wurde, sollendiesenun exemplarist fer vershiedeneStrukturen M, bzw. deren
Moden m beretinet werden. Wie geseherfehrt der allgemeineLesungsansatz2.13) der
linearisierten NSE auf ein Eigenwertproblem, wobei der zeitliche Eigerwert  die entschei-
dendeRolle fur die Stabilit atsanalysespielt. Dieserist fur die temporale Entwicklung einer
Sterung mit der Wachstumsrate := Re[ ] und der Frequenzder Sterung! = I m[ ] ver-
antwortlich. Demzufolgeentscheidet der Eigenwert fur leicht eiberkritische Werte dareber
ob ein Zustand absolutstabil oder konvektiv bzw. absolutinstabil ist, worauf in Kapitel 4
naher eingegangerwird.

Numerist ergelen sich die Eigerwerte aus den Lesbarleitsbedingungen(2.32),(2.33).1m
Folgendensind die mittels (2.33) beretineten Eigenwerte fer unterschiedliche Strukturen
M in denAbb. 2.1- 2.4 dargestellt:

Eigenwerte des TV bei R, - Variation
m=0, =05, kek , R,=0, Re=0),
40 ‘ T T T T | T T T T I

20+ -

(=1

Abbildung 2.1: Re (Ry)] =

5 (Ry) der m = 0 Mode desTVF
= - fur = 0.5,k = k.. Kontrollpara-
g : : meter:R, = O;Re=0

e 740_—\ //_

60 -

Im einfachsten Fall desTVF ohne Durch uss Re = 0 sind die zugelerigen Eigenwerte
rein reell oder treten komplex konjugiert auf, wie in Abb. ( 2.1) gut zu erkennen. Eine
Erklarung hierfur ndet sich bei genauererBetrachtung der Gleichung (2.18) mit der zu-
gehorigen Matrix (2.21). Indem man bei dieserdie letzte Zeile mit i multipliziert und die
Transformationenw ! iw, sowvie z! iz darauf anwendet, stellt man fest, dassdie rethte
Seiteder Gleichung rein reell wird, waseineErklarung der gefundenertigenverte darstellt.
Dabeiist der gre te Eigerwert (hier schwarz), alsogeradederjenige,der verartwortlich fer
die Stabilitatsgrenzeist, im Falle desTVF rein reell. Bei endlichem Durch uss Re 6 0 sind
die komplex konjugierten Eigenwert-Paare nur durch Betrachtung beider Durch ussrich-
tungen mit betragsma ig identischen Durch essenzu nden. Die entspredhendeOperation
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bzgl. M 6 0 Strukturen lauten dieskeziglich: M ! M und Re! Re Die in den
Abb. 2.1 - 2.4 dargestelltenKurven erntsprechen den drei jeweils gre ten Eigerwerten als
Funktion von R; (schwarz:=gre ter Eigenwert). Wie ston zuvor angesprehen ist der
gre te Eigenwert im Fall desTVF rein reell, wahrend die anderenbeiden absdnittsweise
rein reell, bzw. rein imaginar sind. Fur M 6 0 Strukturen tritt diesestrikte Trennung der
Eigenwerte in Real- und Imginarteil, wie in den Abb. 2.2 - 2.4 zu sehen,nicht mehr
auf. Hierbei sind alle Eigerwerte  komplex. Gleiche farbkodierte Linien bzgl. Real- und
Imaginarteil in den Abbildungen geleren zum gleichen Eigenwert.

In den Abbildungen wurde weiterhin noch die 'Nulllinie’ des Wadstumsparameters
eingezeibnet, da der Eigenvert mit dem gre ten Realteil beim Durchgang durch diese
die Stabilitatsstwelle desGrundzustandsdarstellt. D.h. Eigenmaden zu Eigenwerten mit

Re[ 1= > 0sind wachstumsihig. Demzufolgemarkiert der Scnittpunkt den jeweiligen
kritischen Wert Ry..

Eigenwerte der M=1 SPI bei R - Variation Eigenwerte der M=1 SPI bei R | - Variation
=1, =05, k=k , R, =0, Re=0), m=1, =05, k=k , R,=0, Re=0,
C ‘ T T T T | T T T T I T T T T ] 60 [ | T T T T ‘ T T T T |

s0f

o~
=]
T T

o[ s

T 2 [
2, b 2 [
=T ﬁ:«o
A bl
A p 2 of

L R, =7540
ol P IR I i AT L L
0 50 100 150 0 50 109 150

R, R,

Abbildung 2.2: R¢[ (R1)] = (Ry) und Im[ (Ry)] = ! (Ry) der m = 1 Mode
einer L1-SPI fur = 0:5;k = k.. Kontrollparameter: R, = O;Re= 0
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Eigenwerte der M=2 SPI'bei R, - Variation

m=2, =03, k=k , R,=0, Re=0,
C F

Abbildung 2.4: Re[ (R1)] =

einer L3-SPI fur

= 05k=

Eigenwerte der M=2 SPI bei R - Vaniation
m=2,1=0.5, k:kg, RZ:O, Re=0,

2. LINEARE STABILIT ATSANALYSE

(Ry) und Im[ (Ry)] = ! (Ry) der m = 3 Mode
k.. Kontrollparameter: R, = O;Re= 0

T — . T .
0 1 .
_25:_ i
Y s 1%
3 0 2
> 3 i
I s 1 L
o b
" £
ME o e, 4 -
s .
L R1C=127.4 i h
[l \ | L |
R 50 100 150 150
R
1
Abbildung 2.3: R¢[ (R1)] = (Ry) und Im[ (Ry)] = ! (Ry) der m = 2 Mode
einerL2-SPI fur = 0:5;k = k.. Kontrollparameter: R, = O;Re= 0
Eigenwerte der M=3 SPIbei R, - Variation Eigenwerte der M=3 SP1 bei R, - Variation
m=3,1=0.7, k:kr, RZ:O, Re=(), m=3, =07, k:kc, RE:O, Re=0,
| T ‘ T T T T ‘ T lm [ ‘ | T ‘ T T
B
0 -
&L . :
% T wf B
E 2 T
- S0 N 8
I " ]
% b 40f .
sk 1 E
...................... 20: N
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2.3 Marginale Stabilit atskurv en und kritisc he Werte

Im Folgendenwerdendie marginalenund kritischen Stabilit atskurven desGrundzustandes,
der eine Superposition aus CCF und APF darstellt, so wie primar herausbifurkierende
Strukturen, in Abhangigkeit der Kontrollparameter, wie Radierverhaltnis , Durch uss

Re und aussererRotationszahl R, diskutiert.

Die Kurven gelen einenUberblick beziglich desStabilit atsverhaltensdesGrundzustandes
gegember Taylor-Wirb el TVF und Spiralwirbeln SPI. Hierbei steht k fer die axiale,M fur

die azimutale,strukturbildende Wellenzahlund m fur die versdiedenenangeregterModen.

DiesesKapitel dient der Gewinrnung einesallgemeinentberblicks desStabilit atsverhaltens
im Taylor-Couette SystemversdiedenerM und deren Verhalten bei Anderung einzelner
Kontrollparameter, wie z.B. Re,R,. Im folgendenKapitel werden dann, wie zu Anfang

bestirieben, fast aussalie lic h L2-SPI und derenEigenstaften untersudit.

2.3.1 Marginale Stabilit atskurv en

Mittels der Lesbarleitsbedingung (2.32) kennen die sogenanten marginalen Werte be-
rechnet werden, fur die der Grundzustand gegemiber einer ertsprechendenSterung gerade
noch marginal stabil bleibt. In der folgendenAbb. 2.5 ist die marginale Reynoldszahl
Rimar g feir versdiiedeneDurch usszahlen Re, bei festgehaltenemau eren Zylinder R, = 0
aufgetragen.Diese Kurven stellen die sogenanten marginalen Stabilitatskurven dar. Sie
markieren den Stabilit atsbereid, was bedeutet, dass Sterungen oberhalb dieser Kurven
wadstums#hig sind, wohingegensie unterhalb diesermit der Zeit wegge&mpft werden
und versdwinden, sodassder Grundzustand stabil ist. Hierin liegt auch die entscheidende
Bedeutung der linearen Stabilitatsanalyse.Denn diese marginalen Kurven, hier gilt ge-
rade = 0, markieren die Bifurkationsstwelle von nichtlinearen Lesungen.Somit bildet
die lineare Analyseden Ausgangspunktferr weitere nichlinear, komplexereUntersucungen.

Externer Durc huss Re

In Abb. 2.5aist deutlich zu erkennen,dasspositive Re beim TVF eine stabilisieren-
de Wirkung auf den Grundzustand besitzt, da sich die Kurven mit zunehmendpositivem
Durch uss Re> 0 zu gre eren Werten Ry.mar g hin versaieben. Vollkommenanaloghierzu
verhalt sich auch die R1-SPIin Abb. 2.5b. Im Gegensatzzu diesenLesungentritt die
stabilisierendeWirkung desDurch ussesbeider L1-SPIlin Abb. 2.5cfer Durch usszahlen
Re < 11 noch nicht auf; in diesemBereith wirkt selbiger zunadhst destabilisierend,fur
gro e Werte aber ebenfalls stabilisierend. DieseDestabilisierungist bei Re = 5 deutlich zu
erkennen,indemdie marginale Stabilit atskurve unter diejenigefur Re = 0 verstobenwird.
DieserE ekt, der untersdciedlichen Auswirkung von Re auf diel-SPl,ist auf die Tatsade
zureckzufuhren, dassdieseohne Durch uss in engegengesetzteRichtungen propagieren
weirden. Bei Durch uss liegt somit eine Symmetriebretiung vor. Genegend gro e Durch-
usszahlenjReg > 20 wirken jedoch auf beide Strukturen stabilisierend.In Abb. 2.5dist
die Auswirkug desDurch ussesauf die L2-SPI dargestellt. Wie sdon bei der L1-SPI beob-
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PEBBE

@

Abbildung 2.5: Marginale Stabilit atskurven Ry.mar g(k) vonM = 0; 1; 2 Struk-
turen feur untersciedliche Reund = 05, R, =0

adchtet, sofehrt positivesRe zur Destabilisation, diesmalauch fur gre ere Re. Desweiteren
ist zu erkennen,dassdie Stabilit atssdwellen deutlich zu heherenR; verstoben sind. z.B
liegt dasMinimum der marginalen Stabilit atskurve fur M = 2 bei R;  130,wasfast dem
doppelten Wert desMinimums fur M = 1 bei R; 75 ertspricht.

Abb. 2.6die Bifurkationsstiwellen Ry.mar g(R€) von TVF, 1-SPI Strukturen mit fester
Wellenzahlk = 3:927 als Funktion desKontrollparameters Re. Die M = 0 Sdwelle (blau)
zeigtim wesetlichen ein quadratischhes Anwadswerhalten mit dem Durch uss Re. Ebenso
ist in denbeidenanderenLesungenM = 1 ein parabolischesVerhalten erkenrbar, wobei
das Minimum der Scwellen zu betragsma ig gre eren Re hin versdioben ist. Im Fall der
L1-SPI (orange) bedeutetdiesbeispielsveise,dassdie zugelerige Kurve fer kleine positive
Re > 0 zunadst abfallt, um fur weiter steigendeRe > 0 wieder anzuvadhsen.

Es ist deutlich zu erkennen,dassdie L1-SPI Sctwelle fur Re ! Re das Spiegelbild
der R1-SPI Sdwelle darstellt. DieseSpiegelsymmetriggilt ganzallgemeinfer alle Struktu-
renM 1. Kleine Re destabilisierenden CCF-APF Zustand (Grundzustand) gegember
Spiralendie in Richtung desDurch usses propagieren.Gleichzeitig stabilisieren sie diesen
aber audh gegember Spiralen, weldhe gegenden Durch uss propagieren.Fur kleine bis
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120~ — m=0 (TVF) 7
m=1 (L-SPI)
-- m=-1(R-SP) ,/ ]
/

’
110~ ’ -
’
’

Abbildung 2.6: Bifurkationssdwellen Ry.mar g(R€) von TVF, 1-SPI; R, = 0,
k=3927, =05

mittlere Durch wsse 20 Re 20 bifurkiert der TVF bei wachendemR; als erstes
aus dem Grundzustand heraus. Diesesandert sich jedoch fer gre ere Re, da die Kurve
der Bifurkationssdwelle der TVF mit zunehmendenmRe gegember jener der SPI starker
anwadst. Hinter dem Scnittpunkt Re > 21 dieserbeidenKurven wedselt die Bifurkati-
onsfolgeund esertstehen zuerst (stabile) Spiralstrukturen aus dem Grundzustand.

Bei gegenrotierendem Aussenzylinder

In Abb. 2.7 sind die marginalen Stabilit atskurven der ReynoldszahlerR; untersdied-
licher LesungenM fur verstiedene GegenrotationszahlenR, desau eren Zylinders bei
festem Radiernverhaltnis = 0:7 aufgetragen.Im Allgemeinenliegen die Kurven fur be-
tragsma ig kleine R, unterhalb derer fur betragsmaig gro e. Dies bedeutet, dass der
Grundzustandbei einergegelenenWellenzahlk mit Zunahmeder Rotation R, desau eren
Zylinders, weniger “anfallig™ beziglich Sterungenwird; d.h. er wird stabiler. Eine Ausnah-
me stellt jedoch der UbergangR, ! 0dar: Fer gre ere Wellenzahlenk > 6 (vgl. Abb. 2.7a
beik 6:5) wird der Grundzustand abhangig von der betrachteten Struktur instabiler ge-
gereber Sterungen.Eine Verkleinerungvon R, und die damit verbundeneMinderung der
au eren Rotationsfrequenz , wirkt zunacdst destabilisierend.Fur R, < 50 aber erneut
stabilisierend.

Weiterhin zeigt Abb. 2.8 welche LesungenM beziglich einer Sterung linear instabil
werden.Hierzu sind nun bei untersdiedlichen R, die marginalenKurven einzelnerStruktu-
ren M gegeneinandeaufgetragen.Fur R, > 100wird mit wadhsendemR; zuerstjeweils
die M = 0 Lesunginstabil (Abb. 2.8a,b). Die Sabilitatsgrenzender mbrigen Strukturen
(M > 0) liegenbei heherenReynoldszahlenR;. Gleichesgilt aud fer gre ere R,, aller-
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Abbildung 2.7: Abhangigkeit der marginalenStabilit atsgrenzenR 1.mar (k) ver-
schiedenerStrukturen M, fur untersdiedliche R,; = 0:7, Re= 0

dingserst fur ebenfallsgre ere k Werte. Soz.B. beiR, = 100(Abb. 2.8c).Hier wird fur
kleine k Werte (k < 5:5) zuerstM = 1 und erst danad die M = 0 Struktur instabil. Bei
noch starkeren GegenrotationenR, < 150 kennen sogarnoch hehereM Strukturen als
erstesinstabil werden. So z.B. besitzt, wie in Abb. 2.8d zu sehen,die L2-SPI im Wellen-
zahlbereidh 2:9 < k < 4:9 die niedrigste Stabilit atsgrenze Insgesan bleibt festhalten, dass
mit Zunahme der Gegenrotatondie Wellenzahlk, ab weldcer zuerstdie M = 0 Lesung
instabil wird, ebenfalls anwadst.
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Abbildung 2.8: Marginale Stabilit atsgrenzenR.mar g(K) unterschiedlicher R,, fur versaie-
deneStrukturen M. Kontrollparameter: = 0:7,Re= 0

Wie bereits gesehenhaben sonvohl der Durch uss Re, als aud die Rotation desAu-
enzylinders R, erheblidhhen Einu auf die Stabilitat des Grundzustandesbeziglich L-,
R-SPI und TVF. Hierzu sind in Abb. 2.9 die Bifurkationssdwellen Ry.mar g(R2; R€) der
L1-SPI (orange),R1-SPI (rot) und TVF (blau) aufgetragen.Zudemwurden dieseBifurka-
tionssdwellen noch auf die (Re;R,) Ebeneprojiziert, wie in Abb 2.10zu sehen.

Eslat sich feststellen,dassein zunehmenderpositiver Durch uss, unabhangig von der
jeweiligen Struktur, die Bifurkationsthwelle Rimar g(R€;R2) im Allgemeinen nach oben
versdiebt. Dies gestieht jedoch fur die einzelnenStrukturen untersdiedlich stark. Dem-
zufolgeresultieren untersdiedliche Bereiche (A; B; C), in denensich die Reihenfolgeder
Bifurkationssdwellen andern. Die Trennung dieser Gebietefolgt mittels der Schnittkurv e
(schwarzelLinie in Abb. 2.9,2.10)der zwei jeweils am tiefsten liegendenEbenen,wodurch
sich die folgendendrei Bereidhe mit enspredhendenReihenfolgender Stabilit aten ergelen.

(A) L SPlI) TVF) R SPI
(B) L SPI) R SPI) TVF
(C) TVF) L SPI) R SPI
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Abbildung 2.9: Bifurkationsstwellen Ri.mar g(R€;R2) von TVF und 1-SPIin
Abhangiglkeit von Re und R,; k = 3:827, = 0:5[38]

(A) stellt hierbei den deutlich gre ten Bereith dar, insbesonderefeir betragsgro e R, und
gro e Re. Der Bereih (B), der wie in der Abb. 2.9, 2.10 deutlich zu erkennen, den
kleinsenAnteil besitzt, ist bei kleinen Re und betragsgro enR, angesiedeltSdlie lic h ist
der Bereich (C) durch vorwiegendpositive RotationszahlenR,, savie kleine bis mittelgro e
Re ausgezeignet.

Betrachtet man nun die Struktur fer einefest vorgegelenesR,, d.h. man madt einen

Sdnitt in der (Ry;Re) Ebeneaus Abb. 2.9, so ndet man das Anwadswerhalten von
Ri.sab(R€) in Abhangigkeit von Re, wie bereits zuvor diskutiert (z.B. Abb. 2.6). So de-
stabilisiert fur kleine Re und R, (Bereich C) der Grundzustand als ersetesgegember dem
TVF. Diesandert sich jedoch fur stark gegenrotierendeZylinder (gro e jRyj).
In diesemFall verlauft die Bifurkationsstwelle der L1-SPI unterhalb derer fur den TVF
(Bereich B). Auch die bereits zuvor angesprahene,durch schwacen Durch uss bedingte,
Aufhebung der L- und R-SPI Entartung lat sich erkennen. Dieser fehrt bei positivem
Durch uss zu einer Praferenzder L-SPI. Wird der Durch uss zunehmenderheht, so ver-
ringert sich die GegenrotationenR;, die notwendigist, um die L-SPI Praferenzaufredt zu
halten (Grenzezw. den Bereidien (A) und (C)). Ab einemRe & 26 (vgl. Abb. 2.10linker
Rand) versdwindet diesesdlie lic h vollkommen, so dassdie L-SPI Lesungals erste aus
dem Grundzustand herausbifurkiert.
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Abbildung 2.10: Projektion der in 2.9 zu sehenenBifurkationssdwellen
Rimar g(R€;R2) in die (Rz; Re) Ebene.Eingezeitinete Linien ertspreden Iso-
linien (TVF: blau, L1-SPI: orange, R1-SPI: rot) der Bifurkations adchen im
Abstand R; = 20; schwarze Linie markiert den &bergangder zuerstinstabil
werdendenStruktur. k = 3:827, = 0:5[3§

27
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Abh angigk eit vom Radien verh altnis

Als letzte Untersuchung der Auswirkungen bei Anderungender Systemgeometrieauf

das System wurde die lineare Stabilitatsanalysebei variierenden Radienverhaltnissen
durchgekihrt. Eine Verringerungdes Wertes bedeutet, dassder innere Radius kleiner
wird, wohingegendieserbei Vergre erung anwadst. Es ist dabei zu erwahnen, dassdie
Spaltbreite aufgrund der verwendeten Entdimensionalisierung(Skalierung der Langenein-
heiten mit Spaltbreite d) immer konstart einsbetragt.
In Abbildung 2.11sind die ertsprehenden marginalen Stabilit atskurven Ry.mar o(K) un-
terschiedlicher Strukturen M = 1::5 bzgl. aufgetragen.Im Fall desTVF und der L1-SPI
zeigtsich mit zunehmendem einestetige Stabilisierung,indemsich die  abhangigenKur-
venohnetberstineidungennad obenversatieben. Aber bereitsbei der L2-SP1 andert sich
diesesStabilit atsverhalten. Bei dieser Struktur destabilisiert die  Zunahme den Grund-
zustand zunachst (0:65< < 0:7), bewor siefur gre ere  erneut stabilisierendeWirkung
besitzt. DiesesVerhalten der anfanglichen Destabilisation ist audh bei den ebrigen Struk-
turen erkenrbar, wie im Einzelnenden Graphiken etnommen werdenkann. Fer gereigend
gro e k (weit entfernt von denkritischenk,, z.B. M = 3: k > 8:4) besitzt die Zunahmevon
duchweg eine stabilisierendeWirkung auf den Grundzustand, d.h Kurven zu gre eren
liegenimmer oberhalb derer zu kleineren .

Aus den Abbildungen 2.12,in denendie marginalen Stabilit atskurven Rq.mar g(K) un-
terschiedlicher Strukturen M fur festes und Re = 0 aufgetragensind, erkenrt man,
dassdie verstiedenenLesungennadcieinandergema ihrer StrukturwellenzahlM insta-
bil werden, d.h. zuerstM = 0, dann M = 1 usw. Mit zunehmendem versdieben sich
die Minima der Kurven und somit die kritische Wellenzahlk; zu heherenWerten. Diese
Versdiebung der kritischen Werte ist ahnlich zu der schon bei auferlegtemDurch uss Re
und steigenderGegenrotationR, desau eren Zylinders diskutierten. Besondersau allend
ist, dasssich fur groe , ! 1, = :—; die marginalen Stabilit atskurven zu sehrhohen
Werten versdieben; d.h. je kleiner der Abstand d = r, ry; zwisdien den beiden Zylin-
dern destowenigeranfallig ist der Grundzustnd gegember au eren Sterungen.Als letztes
sind in Abb. 2.13noch exemplarist die marginalen Stabilitskurven fur die verstdiedenen
Strukturen M = 0; 1; 2 bei variierendemRadierverhaltnis  aufgetragen.
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Abbildung 2.12: Marginale Stabilit atskurven Ry.mar g(K) versdiedenerStruktu-
ren M beijeweils xiertem Radiernverhaltnis

;R2: 0, Re= 0.

Abbildung 2.13: Marginale
Stabilitatskurven Rimar g(K)

vershiedener Strukturen
Mj = 0;1;2 bei variie-
rendem von fur feste
Wellenzahlk = 3:927. Kon-
trollparameter: R, = 150,
Re=0
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2.3.2 Kiritisc he Werte

Externer Durc huss Re

Das Minimum der jeweiligen marginalen Stablitatskurve (vgl. z.B. Abb. 2.5) stellt
geradeden Punkt (kc; Ryc) dar, bei dem die Sterung mit der niedrigsten Reynoldszahl
R; wadstums#hig wird. Diese Sterungen werden als kritische Moden bezeitinet. Die
zugelorigen Werte sind die kritischen Werte k., Ry, ! .. Sie sind also unmittelbar durch
Beredinug desMinimums aus den marginalen Stabilit atskurven zuganglich. Zunehmende
Durch usszahlenRe zeigenanalogzu den marginalenStabilit atskurven einestabilisierende
Wirkung. Im Allgemeinenlat sic fur 1-SPI festhalten:

Ric(Re> 0) > Ry (Re= 0)

Symmetrieb eziehungen

Zur Untersuchung der SymmetriendesSystemswerdendie kritischen Werte fur Durch-

eisseRe von 20 bis 20 bestimnt. Die Ergebnissebzgl. der kritischen Frequenzen!

sind in Abb. 2.14 dargestellt. Fur den einfadisten Fall des TVF ergelen sich folgende
allgemeineSymmetriezusammenénge:

Ric( Re) = Ric(Re); k¢( Re)

ke(Re); le( Re)=1!.(Re)

__ R=0 ] 150 |- -~

£ tie! L
--- R;=50 Pt
R,=50 Lz

— - R=-150 100

N
3

T T T T T
\

50

@, [vid’]
-
\
o, vid’]

- )
3

T T T T
\

a) solz b) ]

. . . . . . . I i . R P P
20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Re Re

Abbildung 2.14:Kritisc he Frequenzen .(Re) als Funktion von Re fur versdie-
deneR, bei festem = 0:5. links: TVF; redits: 1-SPI. Hierbei sind nur die

Ergebnissefur positive Re aufgetragen,die entsprechendenWerte fur negative
ergelen sich ausden Symmetrieogerationen (Re'! Reund M ! M).

In der Abb. 2.14ist ein deutlicher linearer Zusammenhangler kritischen Frequenz!
beziglich desDurch ussesRe feststellbar.In Abb. 2.14bwurdennur die ermittelten ! . fur
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Abbildung 2.15: Vergleit der Gruppen-wy(Re) und Phasengesdavindigkeiten
Won(Re) der 1-SPI bei Variation von Re fur unterschiedliche R, fur = 0:5

positive Re, savohl fer die L1-SPI, als auch die R1-SPI aufgetragen.Die erntsprecthenden
Werteim Bezugauf negative Durch usszahlenRe < 0 erhalt mandurch die entsprechenden
SymmetrieoperationenRe'! Reund M ! M, weldhe durch seperate Beredinung der
einzelnenLesungeneuberpruft wurde. Ansdhaulich gesprahen bedeutetdies,dassman die
I . der L1-SPI bei negativem Re < 0, ausdenjenigender R1-SPI fur positivesRe > 0 (in
Abb. 2.14berhalt, indem man diese,sovohl um die Re = 0 Achse,wie auch die! = 0
Achseum 180 rotiert. Desweiteren sind die zugelorigen Nulldurchgange'! .(Re = 0) der
kritischen Frequenzender untersdiedlichen Lesungensiditlich gegeneinandewersdioben.
Geht dieserbeim TVF (Abb. 2.14a)noch durch den Ursprung, soist er bei der R1-SPI
nad redits und bei L1-SPI nach links versdoben (vgl. Abb. 2.14b). Im Fall M = 0O
liegen somit Ursprungsgeradenmit Punktsymmetrie vor. In den beiden anderen Fallen
gilt aber o ensichtlich ! ,(Re = 0) 6 0. Bei der L1-SPI sind die kritischen Frequenzenzu
positiven und bei R1-SPI entsprechend zu negativen Werten hin versdioben. Letztendlich
sind diesenichtverstci\windenden! . die Grundlagedafer, dassder Durch uss Re beim TVF
eine Bewegungder gesanten Struktur in axialer Richtung verursadt.

2.3.3 Systemsp ezi sc he Geschwindigk eiten

Nun soll auf die im vorherigen Abschnitt bereits angespr@ahene Dynamik im einzelnen
etwas naher eingegangenwverden. Hierzu ist eswichtig zwisden den beiden, die Lesung
spezi zerenden Gesdwindigkeiten zu unterscheiden. Diese sind die sogenante Phasen-
gesbwindigkeit wyn und dei Gruppengeshwindigkeit wy', erhalten aus der Dispersions-
relation ! (k). Die Gruppengeshwindigkeit wy ist die Gestwindigkeit, mit der sich eine
'‘Gruppe' von Wellen, d.h. ein Wellenpalet, als Ganzesdurch das System bewegt. Ubli-

lin Anlehnung an dasin axialer Richtung verlaufende Gesdwindigkeitsfeld w; i.A. werden diesein der
Literatur zumeist mit vpn; vy bezeidinet.
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Gruppen- w, und Phasengeschwindigkeit W

n=0.5, R-SPI (m=-1)
S

S ik Abbildung 2.16: Absolutbe-
S ] trage der Gruppen- jwy(Re)j
und Phasengedwvindig-
keiten jwyn(Re)j der 1-SPI

v [v/d]

bei Variation von Re fur
unterschiedliche R,  fur
= 05

cherweisebezieh sich dieseauf einencharakteristischen Punkt desPaketeswie z.B. deren
Maximum oder etwa dasMinimum zwisthen zwei solther Wellenpalete (vgl. Abb. 4.2). An
dieserStellesoll nur ein kurzer Abriss mber dasVerhalten der beidenGesd&windigkeiten fer
1-SPI gegelen werden, da insbesondereauf wg, als ein Koe zien t der Ginzburg-Landau-
Gleichung fer 2-SPIin Abschnitt 3.1.4noch naher eingegangerwird.

Zuerstsollendie Gesdwindigkeiten, fer unterschiedliche R, bei Variation von Re unter-
sudit werden.Die Phasengesmwindigkeiten wy, sind dabei unmittelbar ausdem Verhaltnis
von Frequenz! und Wellenzahlk an der kritischen Stelle zuganglich.

!
K

Um jedoch die jeweilige Gruppengesbwindigkeit wy zu erhalten messendie partiellen
Ableitungen der Frequenzen (die noch eineAbhangigkeit von K, R1.mar g Und Re besitzen)
nad der zugelerigen Wellenzahlk bestimnt und dieseam zugelerigen kritischen Wert k.
ausgewertet (vgl. Abschnitt 3.1.2) werden.

_ @ (k, Rl;marg(k); Re)
Wy = @

In Abbildung 2.15sind Gruppen-wgy(Re) und Phasengeswvindigkeiten wyy, re) in Abhangig-
keit von Re dargestellt. Beide Ges&windigkeiten zeigenin dem betrachteten Durch ussbe-
reich0 Re 20(8R;) einlinear, monotonesAnwacdswerhalten.Im Fall der L1-SPI (Abb.
2.15a) gilt fur den gesanten Durch ussbereith wyn(Re) > wy(Re). Ein wichtiger Unter-
sdhied dazuliegt bei versciwindendemDurch uss vor, da hier die Gruppengeshwindigkeit
wg(Re = 0) t O betragt, wohingegenw,,(Re = 0) 6 0 gilt, was auf die zuvor bereits
angespre@hene, nicht vershwindende Frequenzbei Re = O fur M 6 0 Strukturen zureick-
zufehrenist (vgl. Abb. 2.15a).Mit sinkendemR, < 0 nimmt die Steigungder einzelnen
Geradenab (Einzige Ausnahmestellt wy,(R2 = 100) dar). In Abb. 2.15aist erkenrbar,
dassim Gegensatzzu den Phasen-nicht alle Gruppengeshwindigkeiten positiv sind (vgl.
R, = 150).Diesist ein Indiz dafur, dasseinekleine Sterung zunachst in negative und erst
spater in positive Durch ussrichtung propagiert, wasim Zusammenhangmit konvektiver-
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und absoluter Instabilit at in dem spateren Kapitel 4 noch genauerdiskutiert werden soll.
Im Nulldurchgangder Gruppengeshwindigkeit wyg(Re) = 0 bei endlichem positiven Durch-
uss Re > 0liegt einelnstabilit at vor, derenSdwerpunkt im Ursprung verharrt. Ahnliches
gilt audh fur die Gruppengeshwindigkeiten der R-SPI wie Abb. 2.15benthommenwerden
kann. Au allend ist weiterhin, dassdie Phasengeswwindigkeiten wy,(R2 = 50) bei posi-
tiven R, im gesanten Durch ussbereid deutlich oberhalb der fur negative R, liegen. Die
ebrigen Phasengedwvindigkeiten wy, &ndernjedoch abhangigvon R, ihre Reihenfolgebei
Zunahmevon Re. Starkere GegenrotationenbedingeneinegeringereSteigungder Geraden
im Bezug auf die Phasengeduovindigkeiten wy,. Entgegen der Phasengeswvindigkeiten
W, ist im Fall der Gruppengeshwindigkeiten wy die zugelerige Gerade fur positive R;
wg(R2 = 50) nicht von den wbrigen abgesetzt.Aber auch bei diesenist, ahnlich wie zu-
vor bei wp, eine Anderung in der Abfolge der wy abhangig von R, zu erkennen. So ist
z.B. wg(R2 = 150) bei Re = 0 die Gre te der betrachteten wgy, ab Re' 15 aber sogar
die Kleinste. In Abb. 2.16 sind die Absolutbetrage jwy,(Re)j und jwg(Re)j im interes-
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Abbildung 2.17: Gruppen- wg(Re) und Phasengedsvindigkeiten wyn(Re) der
1-SPI bei Variation von Re fur untersciedliche R,; = 0:5

sarteren Fall der R1-SPI, da hier der positiv auferlegte Durch uss, der ohne Durch uss
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vorhandenenbewrzugten Propagationsricitung entgegemwirkt, (vgl. Abb. 2.15b) zu se-
hen.In Abb. 2.15a(L1-SPI) sind die Gesdwindigkeitenim untersucten Durch ussbereit
0 < Re < 20positiv, wohingegerdie wyy, in Abb. 2.15b(R1-SPI) erst, in Abheangigkeit von
der betrachteten R, < O, fur hinreichendgro e Re ebenfallsin positiver Durch ussrichtung
propagieren.Soist z.B. bei R, = 50 ist die Phasengedwindigkeit w,, betragsmaig bis
zuRe 6:5die gre ere der beidenGestwindigkeiten. Erst darelber gewinrt die Gruppen-
gestwindigkeit wy die 'Oberhand’. Der Gra k kann weiterhin ertnommen werden, dass
sich gleiches Verhalten auch bei anderenR, zeigt. Nach Abb. 2.16 versdiebt sich der
Sdnittpunkt der Absolutbetrage von Phasen-und Gruppengeshwindigkeit bei steigen-
demR; zu kleinerenRe versdiebt. Wie ebenfallsin denbeidenAbb. 2.15a, 2.15bgut zu
erkennenist, laufen die Geradender wy mit anwachsendemRe > O (untersuditer Bereich:

20 Re 20) auseinander,diejenigender wy, aber eindeutig aufeinanderzu. Ahnli-
ches zeigt sich auch bei seperater Betrachtung der Gruppengeshbwindigkeiten der 1-SPl,
die zusammenmit den entsprechendenPhasengedwovindigkeiten fur untersciedliche R, in
Abbildung 2.17 zu sehensind.

Verhaeltnis von Gruppen- und Phasengaschwindigléﬁﬁlgv

h=0.5, m=1,
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Abbildung 2.18: Verhaltnis von Phasen-und Gruppengeshbwindigkeit VVLQ“ der
L1-SPI bei Variation von Re fur untersdiedliche R,. = 0.5

Die Geradender wy, (gestricheneLinien) verlaufen hierbei annahernd parallel, wobei
diejenigender wy (durchgezogenedt.inien) doch eindeutig aufeinanderzulaufenEin weite-
res Merkmal ist audh hierbei die unterschiedliche Steigungder Geradenbzgl. wy, und w.
Dies ist beondersim Fall R, = 50 gut zu sehen.Als letztes wurde in Abbildung 2.18
einmal explizit dasVerhltnis VVLQ“ der L1-SPI gegenRe (exemplarist fer einige Werte) dar-
gestellt. Es ist mit zunehmendenmDurch uss ein eindeutigesasymptotisdies Verhalten zu
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erkennen,was bedeutet, dasssich zwisten wpn(Re) und wy(Re) einekonstarter Wert ein-
stellt. Im Fall kleiner Re lassendie Kurven einedeutliche Variation im Verhaltnis erkennen.

Bei gegenrotierendem Au enzylinder

Um die Abhangigkeit der kritischen Werte bzgl. GegenrotationR, < 0 desau eren Zy-
linders zu untersuchenwurden Ry bzw. T, und festem = 0:64 fur die einzelnenLesungen
M = 0::4 bei variierendemR, beretinet. Die Ergebnissesind in Abb. 2.19zu sehen.In
Abb. 2.19aist deutlich zu erkennen,dassfur R, < 145zuerstdie L2-SPI (gren) und erst
danad die L1-SPI (rot) instabil wird. Far 145< R, < 75 wird hingegendie L1-SPI
als erste wachstums#hig und sdilie lich fur R, > 75 als erstesder TVF (schwarz). Bei
betragsnma ig noch gre eren R, kennen ebenfalls die hehere LosungenM 4 als erste
wadstums#hig werden.

Abh angigk eit

Wie schon im Fall der marginalenKurven gestiehen,soll an dieserStelle noch kurz auf
den Einu desRadierverhaltnis auf die kritischen Werte eingegangerwerden. Hierzu
wurden -Werte zwisden 0:1 und 0:99 betrachtet und fer diesedie jeweiligen kritischen
ReynoldszahlenR;., bzw. die kritische Taylorzahl T., wie audh die ebrigen kritischen
Werte k¢, ! . bei untersdiedlichen Durch essenermittelt. In Abbildung 2.20aist eine
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Abbildung 2.20:Kritische Werte, T, K¢, ! ¢ fur TVF und 1-SPIlin Abhangigkeit
von . Kontrollparameter: R, = 0, Re = 1, (inklusive eingetragenerReferenz-
daten)

deutliche Abnahme der kritischen Taylorzahl T, mit zunehmendem zu erkennen. Fur
niedige -Werte (0.1..0.3) ist diese Abnahme sehr stark, wobei sich fer groe ! 1 ein
asymptotisdes Verhalten zeigt.

Ahnlich der kritischen ReynoldszahlR . nimmt aud die kritische Wellenzahlk, (siehe
Abb. 2.20b) mit Zunahmevon ab. Auch hierbei ist ein asymptotisdes Verhalten fur
I 1 zu erkennen.Als letzter der kritischen Werte bleibt noch die kritische Frequenz! .
zu untersuchen. Wie ston die beiden diskutierten Gre en weist auch dieseeine fallende
Monotonie auf (Abb. 2.20c,d), die sich fur groe ebenfalls asymptotisdh verhalt. Hier-
bei ist jedoch beim TVF darauf zu achten, dassohne Durch uss, d.h bei Re = 0, eine
stationare Instabilit at vorliegt und somit die Frequenzbei allen Radienverhaltnissen ver-
sthwindet. Zur Uberprufung der ermittelten Kurven wurden diesemit Referenzverten fer
TVF aus der Diplomarbeit von Arth ur Rektenwald, [28] savie anderenLiteraturw erten
verglichen. Diese Referenzwerte wurden in der Abbildung 2.20 zusatzlich durch Kreuze
mit aufgenommenZudemwurde bei einigenwillk erlich ausgevahlten Werten (sieheKrei-
sein Abb. 2.20) eine genauereUntersuciung beziglich der Abweichung der numerish
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ermittelten Werte mit Referenzverten durchgetihrt.

Die expizite Beredinung der willk urlich ausgevahlten Punkte (vgl. Abb. 2.20a) bei Be-
rechnung der Taylorzahl ergabbei = 0:1 eine auf zwei NachkommastellengenauetJber-
einstimmung mit den Referenzverten. Fer greere = 0:4 und = 0.8 verbessertesich
dieseauf 3 bzw. 5 Nachkommastellen,was sich mit der vorhandenenAsymptotik der Kur-
venbei ! 1 erklarenlat. Auch ein Abgleich der Werte bzgl. der Frequenzen! , wie
auch der Wellenzahlenergab eine bis auf 4 Nachkommastellengenau Ubereinstimnung
mit den ensprechenden Referenzverten. Zudem wurde auch noch ein Vergleid mit wei-
teren Literaturw erten ref. [32] herangezogenwobei die Genauigleit dieserWerte ebenfalls
gut reproduziert werdenkonnte. Es seinochmalserwahnt, dassbei Literaturv ergleidhen auf
die jeweilige De nition der Taylorzahl, aufgund untersdciedlicher verwendeter Entdimen-
sionalisierungenzu adhten ist. Eine oft in der Literatur [20] verwendeteDe nition lautet:

1 1+
Tie = —( 2)(2 )R12
Somit ergibt sich folgendeUmredinungsformelzu der in dieserArbeit verwendeten Tay-
lorzahl T

2
1+

Nadch diesemVergleid wurdendie entspredhendenWerte nun auch fer die L1-SPI ermittelt,
die zur besserentbersidtlichkeit aber bereits in die Abbildung 2.20 mit aufgenommen
wurden. Es ist in allen Fallen zu erkennen, dassdie ensprechendenKurven der L1-SPI,
insbesondereferr kleine , deutlich oberhalb dererder M = 0 Lesungzu liegen kommen.
Betrachtet man zum Beispiel die Variation der kritischen Wellenzahlk,, so liegt dieseim
Bereidh der betrachteten = 0:1::0:99) im Fall der M = 0 etwa 4:5 Prozert, was einer
absolutenAnderungder kritischenWertevon k. = 0:20931ertspricht. Wie in Abb. 2.20b
zu sehenwird die Variation dieser Gre enordnung im Fall der M = 1 SPI bereits bei
Werten zwisden 0:5 und 0:99 erreidht, sodasssich die Gesantvariation deutlich von denen
der niedrigerenM = 0 Lesungabsetzt.

Die kritischen Frequenzenweisenim Vergleid zu den kritischen Wellenzahleneine
starkere Abhangigkeit vom Radienverhaltnis auf. Bereitsbei M = 0 (Abb. 2.20d)ist eine
Variation von knapp 15 Prozert erkannbar. Diesewird jedoch im Falle der L1-SPIl um eini-
ge Gre enordnungenebertro en, wie in Abb. 2.20ddargestellt. Hierbei ist die geanderte
Skala bzgl.! zu beaditen.

Im Wesetlichen lassensich die folgendenMekmaleder Abhangigkeit festhalten:
Sowvohl im Fall desTVF, wie aud fer die 1-SPI ist eine Anwadhsender betrachteten kri-
tischen Werte bei Abnahme des Radienverhaltnisses feststellbar. Umgekehrt tritt bei

I 1 asymptotisthes Verhalten auf. Der wichtigste Untersciied bzgl. TVF und 1-SPI
besteh in der Variation der kritischen Werte in dem betrachteten Bereidh, die sich, wie
zuvor angesprahen, um einige Gre enordnungenuntersceiden.

T = T
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Abbildung 2.22: Bifurkati-
onsstwellen R;(Re) von

Abbildung 2.21:Kritisc he Bi-

furkationsstwellen Ric(R2) TVF und 1-SPI bei Varition
derM = 0; 1; 2 Struktu- von Re fur ausgewehl-
ren als Funktion von R und te R, (vgl. Abb. 2.21)
Re=0; =05 k= ki(M;Ry;Re), = 05.

2.3.4 Bifurk ationssc hwellen

Im Hinblick auf dasfolgendeKapitel ist eswichtig eine Vorstellung der Bifurkationeigen-
sthaften im Taylor-Couette-Systemzu gewinnen.Geradebei diesenvollzieht sich ein Sta-
bilit atswesel aus dem Bereidh absoluter Stabilitat eber einemsogenanten konvektiver-
bis hin zur absoluteninstabilit at. Auf diesenSadwerhalt wird in Kap. 4.1 genauereinge-
gangen.

Im Folgendensollendie Abheangigkeiten der kritischen ReynoldszahlerR ;.. und die daraus
resultierendenreduziertenkritischen Bifurkationsstwellen . bei untersdiedlichen axialen
Durch mssenRe untersudit werden. Zur Kontrolle der eigenenMessverte werden hierzu
zunadhst die bereits in der Literatur [32] bekannten Ergebnissebzgl. Taylorwirbel TVF,

sowvie 1-SPI reproduziert und deren Genauigleit mberpreft. Dies ist wichtig, um die vom
Code geliefertenDaten zu veri zieren, da spater (4.4) die ertsprechenden Fit-P arameter
derM = 2 Strukturen ermittelt werden.

Abbildung 2.21 zeigt die kritischen Bifurkationssdwellen Ri(R,) derM = 0; 1, 2
SPI ohneDurch uss Re = 0 fur untersciedliche GegenrotationszahlerR,. Vertikale Lini-
enin Abb. 2.21 markieren GegenrotationszahlerR, = 150,R, = 75und R, = O fur
die in Abb. 2.22exemplarist: der Ein uss desDurch usses Re auf die jeweilige Sdwelle
R1(Re) dargestelltist. Die schon im Abschnitt 2.3.2erklarte Symmetrieder L- und R-SPI
auf InversiondesDurch ussesRe'! Reist in Abb. 2.22deutlich zu erkennen,so dass
von nun an nur noch positive Durch msseRe > 0 in Betracht gezogenwerden.

Die numerisdhen Resultate der linearen Stabilit atsanalysedes Grundzustandesgegember
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Abbildung 2.23: Reduzierte Bifurkationsstellen ((Re) von TVF und 1-SPI
(a,b,d), bzw. kritische Werte R;.(Re) (c) unterschiedlicher R,. = 0:5

M = 0; 1 Strukturen sind in Abbildung 2.23 aufgetragen.Exemplarist ist hierbei in
Abb. 2.23cfur dieR1-SPIM = 1diekritischenReynoldszahlerR;.c(Re) in Abhangigkeit
desDurch ussesRe dargestellt. In denebrigen Fallen sind jeweils nur noch die reduzierten
kritischen Bifurkationsstwellen ((Re) zu sehen,die mittels

Rl;C(Re)

c= m (2.34)

zu erhalten sind. Abb. 2.23b,d der zugelorigen 1-SPI gibt die zuvor angesprehene Sym-
metrie bzgl. Re sehrgut wieder. Um dies noch einmal zu verans&aulichen sind in Abbil-
dung 2.24die reduziertenkritischen Bifurkationsstwellen .(Re) der einzelnenStrukturen
M = 0; 1fur Re= 20:20und verstiedeneR, dargestellt. In beiden Graphenist zu
erkennen,dassfur negative Durch usszahlen Re < 0 zuerstdie R1-SPI, gefolgt vom TVF
und sdlie lic h die L1-SPI wadhstums@hig werden. Im Fall positiver Durch msseRe > 0
ist die Bifurkationsabfolgegeradeumgelehrt.

Die Zunahmeder GegenrotationR, < 0 wirkt stabilisierend auf alle Strukturen, was
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sicdh in dendeutlich niedrigerliegendenKurvender Abweichungen (Re) mit Gegenrotation
bzgl. der gleichen bei R, = 0 zeigt. Soliegt der Wert von (Re) (vgl. Abb. 2.24)bei der
R1-SPIfur R, = Ound Re= 20beietwa (Re= 20,R, = 0) 0:196,was mehr als das
Doppelte desWertesbei GegenrotationR, = 150(hier ((Re= 20;R, = 150) 0:075)
aber sonst gleichen Parametern darstellt. Um die Richtigkeit der ermittelten Kurven zu
eiberpreifen wurden diesemittels einesPolynoms4.-Grades

f (Re) = a;Re+ a,Re? + azRe® + a4Re? (2.35)

ange ttet. Zudemwurde fer einigeWerte, wie schon im vorherigenAbsanitt, eineexaktere
Bestimmung der Genauigleit vorgenommen.Die Werte der jeweiligen Fitk oe zien ten a;
wurden der Literatur [32] bei entsprechenderfestgehalteneReynoldszahlR, entnommen.
Im Fall desTVF sind die ungeradenKoe zien ten a; und a, identisch Null, wie sich auch in
der Abb. 2.22zeigt. Hierbei handelt essich um einein erster Linie quadratische Funktion
mit einer kleinen quartischen Abweidhung.

Zum Vergleid der Kurven die mittels der linearen Stabilit atsanalysegewonnenwurden
saowie derer, durch die Fitfunktion ermittelten, sind diesein Abbildungen 2.25zusammen
dargestellt. Darin stellen die Linien bzw. strichpunktierten Linien die aus der Rednung
erhaltenen Bifurkationsstwellen dar. Bei den Kreuzen handelt es sich hingegenum die
mittels der Fitfunktion (2.35) beretinetenWerte. Dabei wurden diesemit einer Au esung
von Re= lermittelt und zusammemit dennumerisdhien Werten zum bessere/ergleid
in einemGraphenzusammengefa t.Um ein besseresefuhl fur die numerisdien Resultate
zu erhalten wurden einige Werte (vgl. Abb. 2.25a,b)willkerlich ausgewvalt und mittels
expliziter Redhnung einer genauerenUntersudung unterzogen.Soz.B. ergabdie Untersu-
chung der Abweichung von Redinungs-und Fitwert etwa bei beim Parametersatzm = 0,
R, = 50,Re = 15, (sieheAbb. 2.25a)einerelative Abweichung von 1:2287 10 °. Fur einen
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weitererneberprefter Wert beim = 1,R, = 50,Re= 10(sieheAbb. 2.25b)betrug die
relativen Abweichung der Werte 1:21969 10 “. Es wurden noch weitere stichprobenartige
Untersuchungen zur Ubereinstimmung der Werte durchgekihrt, derenErgebnissesbenfalls
in der besdiriebenenGre enordnung lagen.

Die in diesemKapitel vorgenommenenUntersucungen beziglich marginaler Stabi-
lit atskurven und kritischer Werte dienten weitestgehenddem Vergleid und somit auch zur
Kontrolle mit den gangigenLiteraturw erten.

Der eigerliche Teil dieserArbeit beginrt in dem nun folgendenKapitel mit der Untersu-
chung der Stabilit atseigenskaften von L2SPI und deren Frontpropagationen.



Kapitel 3

Analyse der Ampitudengleic hungen
und marginalen Stabilit ats achen

3.1 Amplitudengleic hungen

3.1.1 Grundlagen

Der Ausgangspunktzur Ableitung einer Amplitudengleichung fer dashier betrachtete Pro-
blem st die bereitsin Kapitel 2 durchgetihrte lineare Stabilit atsanalysedesGrundzustan-
des.Wird bei konstartem Durch uss Re die ReynoldszahlR; eber ihren kritischen Wert
Ric erheht, wird der Grundzustand instabil und es bifurkiert eine neue Lesungaus dem
Grundzustand heraus. Inqdiesemuberkritischen Zustand wird ein ganzesWellenzahlband

der Breite k / P~ = Ry 1 angeregt(vgl. Abb. 3.1). Dadurch kommt es zur

Ric(Re)
Ausbildung von Wellenpaleten, wie in Abb. 4.2 exemplarist zu sehen.

marginale Stabilitaetskurve einer R-SPI
h=0.5, Re=0, =0, m=-1
77 T T { T T T T {

Abbildung 3.1: Mar-
ginale Stabilitatskurve
Rimarg(k) am Beispiel
einer R1-SPl in der
Nehe des kritischen
Punktes (k¢;Ric). Gut
o zu erkennen ist der

I 1 parabolische  Kurven-
(R 1 verlauf in der Nahe des
Minimums. = 05,
Re= 0, R, = 0

75 ! ! | ! ! ! ! |

43
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Fur weit wberkritische Kontrollparameter ist die linearisierte Form der Navier-Stokes-
Gleichungen zur Besdireibung des Systemsnicht mehr zulassig. Hier meissenNichtlinea-
rit aten beracksichtigt werden. Im Bereidh leicht oberhalb deskritischen Punktes, wo die
Nichtlineariaten noch eine untergeordneteRolle spielen,gerugt allerdings eine sthwacde-
nichtlineare Analyse mittels Amplitudengleichungen Es seian dieserStelle aber noch ein-
mal ausdmricklich darauf hingewiesen,dass sich der Guiltigkeitsbereidy dieser Naherung
wirklich nur auf die unmittelbare Umgebungder kritischen Punkte (wie in Abbildung 3.1
dargestellt) besdirankt. Entfernt man sich etwas weiter von diesen,verliert die Naherung
sehrsdnell ihre Gelltigk eit.

Be ndet sich das Systemim unterkritischen Bereich, werden die Gestwindigkeitseigen-
moden X , weldche die Abweichung vom Grundzustand darstellen, im Laufe der Zeit weg-
gedampft. Demgegember bilden sich am kritischen Punkt, abhangig von der dominarnten

Mode, entweder TVF oder SPI aus. Oberhalb deskritischen Punktes, im scwad eberkri-

tischen Bereich, werdennun versdiedeneModen in einemganzenBand von Wellenzahlen
(k/ P ) angeregt.Aufgrund der nun vorhandenenNichtlinearit aten in den Bewegungs-
gleichungenergeten sich hierbei savohl lokale, als auch temporere Variationen in den je-

weiligenGestiwindigkeitseigenmalen X . Um diesenaherungsweisebestreiben zy kennen,
bietet essich an, eine Amplitude A an die kritische Gestwindigkeitseigenmale X . der li-

nearisierten Navier-Stokes-Gleitiung anzubringen.Im Bezugauf die raumliche Variation

geregt es hierbei eine Abhangigkeit der Amplitude A = A(z;t) in Strukturbildungsrich-

tung z anzunehmenwobei die Superposition der im gesanten Wellenzahlbandangeregten
Moden, sovie deren Wedselwirkung mit bereicksichtigt werden.

| | .
X(r" z;t) = A(Z )X o(r) @lezrm teD (3-1)

Die Amplitude A(z;t) ist somit Lesungder Amplitudengleichung (auch Ginzbumg-Landau-
Gleichung bzw. Ginzburg-Landau-Naherung GLN genan):

o(@+ V@A(z;t) = (L+i0) + F(L+ic)@  (L+ic)jAZ)* Azt) (32)

Auf eine explizite und vollstandige Herleitung dieser Amplitudengleichung wird hier ver-
zichtet. Hierzu nden sich in der Literatur gereigendReferenzenwie in zahlreichen Diplom-
arbeit z.B. [28]. Die grundlegendeldee besteh jedoch darin, die jeweiligen eberkritischen
Eigenmalen nach PotenzendesKontrollparameters ™ ~— zu entwickeln.

| ! |
X = ID_A(z;t)>'(0+ Xq+ (3.3)

Dabeimisst beifestvorgegelenemDurch uss Re die relative Abweichung vom kritischen
Wert Ry(Re), d.h.

- Ri

" Ry(Re)
Diesbedeutet,dass im kritischenPunkt geradeversdwindet und im eber-/unterkritischen
Bereidh positiv/inegativ ist. Die Entwicklung (3.3) wird nun in die vollstandigen Navier-
Stokes-Gleitiungen(2.4) eingesetztund sukzessig bis zur Ordnung 2 gebst. Dabei ergibt

(3.4)
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sich die Amplitudengleichung (3.2) als Resultat der Lesbarleitsbedingungin ertsprecen-
der Ordnung [27, 28]. DiesesVerfahrenstellt alsoinsgesar eineschwad-nichtlineare Ana-
lyse dar.

3.1.2 Lineare Ko e zien ten

Die Koe zien ten vor den linearen Termen der Amplitudengleichung (3.2), im Folgenden
einfat alslineare Koe zien ten bezeitinet, bestireiben das Anwadcswerhalten der Ampli-
tude A(z;t). Diesesindin denGleichungen(3.5,3.5)farblich hervorgehoten. Fer positives
bilden sich TVF (M = 0) aus,derenAmplitude allerdingsohnedenKoe zienten in (3.2)
exponertiell anwadcsenwerde. Da es hier jedoch nur um geadediesesAnwadswverhalten
gel, ist die Kenntnis der linearen Koe zien ten ausreitiend.

o(@+ Ve@A(zit) = (L+ic) +(1+ic) °@ Az (3.5)

Eine Meglichkeit das Anwadcswerhalten der Amplitude zu bestreiben bietet folgender
Lesungsansatz: _

A(z;t) = € Kzt at (3.6)
(mit k:= k K. Breite desangeregtenWellenzahlbandegvgl. Abb. 3.1), A := Eigenwert

der Amplitudengleichung (3.5)) Durch EinsetzendesAnsatzes(3.6) in (3.5) erhalt man den
Eigenwert

A= 1 kvyg+ (L+icg)— (1+ iCl)Lz( k)?: (3.7)
0 0

Um einen Zusammenhangzwistien dem Eigenwert  der linearisierten Navier-Stokes-
Gleichungen(2.5) und denlinearenKoe zien ten obiger Amplitudengleichung (3.5) herzu-
stellen gelt man von der Idee aus, dasssid in hinreichender Nahe deskritischen Punktes
die Eigenmaden mittels beider Gleichungenbestreiben lassen;

! g ! . C
X (r)yd®erm )t o Az )X (r) @kezrm tebj (3.8)

| . , | ; )+
(3:6) =) X(r)gkerm I b X (r)dlezrm febr at (3.9)

Ein Koe zien tenvergleid ergibt folgendenZusammenhangler Eigenwerte in der Nahedes
kritischen Punktes:

A= +ilg (3.10)
woraus sdlie lic h mit (3.7) folgt:

(; K= i kvg+ (1+ ico)— (1+ic1)i2( K)? il . (3.11)
0 0

bzw. nach Trennung desim Allgemeinen komplexen Eigenwvertes in Real- und Ima-
ginarteil:
2

2
-~ io( K)2 i kv Co—+ clio( K)2+ 1 ¢ (3.12)

(; k)
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Diese Gleichung stellt die Ginzbuig-Landau-Naherung GLN des Eigenwertes der lineari-
sierten NSE dar. Wie zu erkennenhandelt essich dabei um eine Entwicklung von (Ry; k)
um die kritischen Werte Ry und k. in linearer Ordnung bzgl. sowie quadratisd in k.
Als ErgebnisdieserEntwicklung sind nun die linearenKoe zien ten relativ einfad mittels
partieller Ableitungen desEigenwertes wie folgt zuganglich:

vy = % (3.14)
1, @
T T Re G (3.15)
= R % C (3.16)
_ 0o @
— 2_02 @ C (3.17)
2 _ v @ 1 @
fc 3G TiaE (3.18)

Gema (3.14)-(3.18)ergelen sich die linearen Koe zien ten durch einfacde numerishe
Di erentiation der komplexenEigernwerte = i' ) 3.13.Zur Beredinung dieserausder
marginalen Stabilit atskurve wurde ein zertraler Di erenzenquotiert verwendet. Bei den
Koe zien ten, die anhand der ersten Ableitungen gewonnen werden, ist diesesVerfahren
eher unproblematist. Anders jedoch bei ¢; und 2, da hierbei die zweiten Ableitungen
bestimmt werden messen,wobei sich dies bei ¢; am sdwierigsten darstellt. Die, fur die
jeweiligenKoe zien ten gewahlten Di erenzen lauten sdlie lic h: Bei vy gilt k= 10 3, bei
ound ¢ gilt Ry =101, beic, gilt k=10 *undbei o gilt k=5 102

Ko e zien t vg

Durch den Koe zien ten vy wird eine Gruppengeshwindigkeit einesdurch das System
propagierendenWellenpaletes am kritischen Punkt festgelegt.Im Folgendenwird diese
mit wy bezeitinet'. Fur die dominarte Mode beim TVF bedingt dies unmittelbar ein
identisches Verstwinden, da bei dieserbereits! ma g(m = 0;k) O fur alle Wellenzahlen
k gilt. Wie bereitsim Absdnitt 2.3.3kurz diskutiert, nimmt die Gruppengeshbwindigkeit
Wy im Wesetlichen linear mit dem Durch uss Re zu, wasin den Abb. 2.15-2.17deutlich
erkenrbar ist.

Auch wenn esin dieserArbeit vornehmlich um 2-SPI geht, soll an dieser Stelle kurz auf
1-SPI eingegangerwerden: Einerseits lassensich dabei geradeim Bezug auf die Grup-
pengeshwindigkeit w, einige wichtige Phanomene,wie das Verhalten von absoluter-und
konvektiver Instabilit at erlautern und zum Anderen kennendie hierbei erhaltenenWerte

lin Analogie desaxialen Geshwindigkeitsfeldesw
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mit Referenzenaus der Literatur [32 verglichen werden. Auf die 2-SPI und deren domi-
nante m = 2 Modenwird im einzelnenin Abschnitt 3.1.4eingegangen.

Im Gegensatzzu den bereits freiher diskutierten Phasengedovindigkeiten wyy, die bei den
jeweiligen kritischen Werten im Fall der L1-SPI ohne Durch uss strikt positiv (vgl. Abb.
2.15) sind, treten in der Gruppengeshwindigkeit audh negative Werte im wberkritischen
Fall auf. So bewegt sich z.B. fur R, = 150 das Wellenpalet bei einer R1-SPI zunadst
in negative z Richtung, bewor diesesals Ganzesbei positivem Durch uss an einer Stelle
verharrt, um sich fur noch gre eres Re sdilie lic h in positiver z Richtung zu zubewegen.
Im Umkehrpunkt der Bewegungsrititung wy(Re) = 0 verharrt der Scwerpunkt im Labor-
systemund esliegt somit eine Instabilit at vor.

Koezien t |

Bei dem Koe zienten o handelt essich um eine Relaxationszeitin dem mit der Grup-
pengeshbwindigkeit wy mitb enegten BezugssystemAusgehendvon obigem Ansatz (3.6)
erhalt man durch Ausnutzen desEigernwertes (3.7)

Az;t) = ¢ k@l ket ico 5 (rien) G (7N (3.19)

() A@t) = e vl o @rien SO, (3.20)

Im mitb enegtenBezugsystenwird die Ortsabhangigkeit durch denZusammenhang = vyt
(Gausste Erganzung) eliminiert, sodassfer die nur noch zeitabhangige Amplitude gilt:

Ay, = Alz=vtit)=¢ - (3.21)
wobei 1 = 1 (1 + ico) (1+ ic1) o*( k)2 (3.22)
0

Somit sieft man, dass o proportional zur Relaxationszeitder Amplitude in dem mit vy
mitb ewegten Bezugsystemist. Fur den Fall, dass ¢ / positiv ist, fallt die Anfangsam-
plitude im mitb enegten Systemab, ferr negative hingegenwadst diesean.

Ko e zien t
Durch den Koe zien ten ¢, wird eine Frequenzersdiebung verursatit. Wie aus (3.22)
ersiditlich, ist dieseVerstiebung proportional zu

Ko e zien t

Wie sdon der Koe zient ¢, verursadit aud ¢, eine Frequenzersdiebung (vgl. (3.22))
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der Amplitude, in diesemFall jedoch mit quadratischer Abhangigkeit ( o k)2. Hervorge-
rufen wird dieseVersdiebung aufgrund desvon Au en auferlegtenDurch uss'. Fur den
einfachen Fall desTVF bedingt dies, dassder Koe zient ¢; ohneDurch uss Re = 0 ver-
sthwindet. Fur M 6 0 Strukturen gilt aber ebensoc;(Re= 0) 6 0.

Koezien t °

Mit dem Koe zienten o* wird die megliche Bandbreite der angeregtenModen besdrie-
ben Auf der marginalen Stabilit atskurve gilt:
(R1;K)jmarg = O und demzufolgeauch ¢ gz = 0.

Weiter gilt am kritischen Punkt: @JC = 0. Somit reduziert sich dk2 (Rimarg(K); k) =

(@@3 + %1 @?1)2 am kritischen Punkt zu: g = @@ JC%(BZIJC Unter Ausnutzung von (3.15)
folgt unmittelbar die in (3.18) gezeigteUmformung
Er besdireibt letztendlich die Kremmung der marginalen Stabilit atskurve in ihrem Mi-
nimum (Abb. 3.1). Dies hat zur Folge, dassein kleiner Wert von o2, der einer achen
neutralen Kurve enspricht, eine gro e Anzahl der meglichen instabilen Wellervektoren
bedingt. Somit ist o* ertscheidert fur die Breite desangeregtenWellenzahlbandeseim

Ubersdireiten deskritischen Punktes.

3.1.3 Symmetrien der Ko e zien ten

Wie bereits geseherkennen die linearen Koe zien ten aus den Eigenwerten = i!
(3.13) beredinet werden.Von besondereninteressesind dabei die Symmetrienbzgl. Struk-
turwellenzahlM und Durch uss Re, derenZusammenhandgei Real- und Imaginarteil wie
folgt gegelen ist.

X
D,
I

(M;Re) = ( M; Re (3.23)

Im[ ] | (M;Re)= ! (M;Re): (3.24)

d.h. /! besitzt gerade/ungeradeSymmetriein Re. Die unmittelbar hierausresultierenden
Symmetriensind der Tabelle 3.1 zu enthehmen.

Wie sdon bei denkritischen Werten 2.3.2gesehengereigt es,sich auf positive Durch esse
zu besdiranken und diejenigen Werte fur negative Re aus den Symmetrieen(Tab. 1.1)
abzuleiten.

Hierzu sind in den Abb. 3.2 und 3.3 die Gruppengeshwindigkeiten wy der dominarten

Moden einer 1-SPI fur positiven Durch uss Re = 0::20 einander gegembergestellt. Ent-

sprediend der Symmetrien 3.1 ergelen sich etwa die wy der L1-SPI ausdenender R1-SPI
ansdaulich durch Spiegelungvon Abb. 3.3 an Absizzeund Ordinate und ansalie ender

Negierungder Werte.



3.1. AMPLITUDENGLEICHUNGEN 49

vg( M; Re) = vg(M;Re) ungerade
of M; Re = o(M;Re) gerade
o( M; Re = c(M;Re) ungerade
c( M; Re = c1(M;Re) ungerade
o’( M: Re) = 0’(M:Re) gerade

Tabelle 3.1: Symmetriezusammenhangder linearenKoe zien ten der Amplitu-

dengleitung. Die hierbei eingetihrte Unterteilung der linearenKoe zien ten in
ungeradeund gerade,dient nur dazu, um diejenigenmit gleichen Symmetrien
spater einfader bestireiben zu kennen.

linearer Koeffizient \é _ N
m=1,h=05 linearer Koe’rfmentg
30—

— m=-1,h=05
] o—————

o—o R;=50

v_ [n/d]
v_[n/d]

9

Abbildung 3.2: Linearer Ko-
ezient vy(Re) der L1-SPI
beiVariation von Re und ver-

sdlleoqsenerversmledener R2; schiedenerR, : = O:5.

Abbildung 3.3: Linearer Ko-
e zient vy(Re) der R1-SPI
bei Variation von Re und ver-

3.1.4 Lineare Koezien ten der 2-SPI fur = 0:7und = 05

In diesemAbsdnitt sind die Ergebnissezur Berecinung der linearen Koe zien ten aus
der linearen Amplitudengleichung (3.5) im Bezugauf die 2-SPI zusammengefasstHierzu
wurde die Beredinung bzgl. m = 2, = 0:7und = 0:5im Durch ussbereilh 20< Re<

20 mit einer Sdrritt weite Re = 1 durchgekihrt. Wie bereits ewahnt, befat sich diese
Arbeit vornehmlich mit M = 2 Strukturen, bei einem Radienverhaltnis von = 0:5.
Der Vollstandigkeit und zum bessererVergleit sind aber auch die fur = 0:7 ermittelten

linearen Koe zien ten in den Abb. 3.4- 3.9 fur positive Durch uss mit angegelen. Diese
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dienen audh gleidhzeitig als Referenzenbzgl. der 1-SPI (vgl. [32]), da es bei diesen,wie
sich zeigte, einensehrviel gre eren Wiedererkenrungswert gibt, alsim Fall der 2-SPI bei

einemRadierverhltnis = 0:5. Die in Abhangigkeit desDurch ussesRe erhaltenenKurven
wurden nun mit einer Funktion 4. Grades

f(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe’® + a,Re’ (3.25)
ange ttet. Die zugelorigen Fitparameter bzgl. = 0:7 sind ausder Tab. 3.3fur M = 2
ablesbar. Die Umrednungswrsdrift der in der Tabelle aufgekhrten Parameter a von
M = 2 zu denjenigender M = 2 Struktur lauten:
M ! -M
gerade: a! a ungemade: a ! A
a ! a1 ! a
!l a a ! ay
az ! as az! a3
! a !l

Tabelle 3.2: Symmetrien der einzelnenFitparameter a der linearen Koe zi-
erten. Die Bezeitinungen gerade und ungemlde sind auf das Verhalten der
Koe zien ten bei UbergangM ! M ausTabelle 3.1 bezogen.So gelten etwa
fur vy die unter 'ungerade' aufgetihrten Umformungsworsdriften.
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vg(Re) = ap + ayRe+ a,Re? + a3Re® + ayRe’

R> 50 0 -50 -100 -150
a 0.3947 0.6312 1.2416 1.6890 2.0054
= 1.2649 1.26138 1.2656 1.1882 1.1539
a, 10° 1.3050 2.3402 -2.8225 1.3763 -1.0487
a; 10° -9.6031 -19.7956 9.5396 -19.397 -6.4476
a;, 10° 2.1392 4.622 -1.6864 4.6581 2.9612

o(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe’ + a4Re?
R, 50 0 -50 -100 -150
ap 10° 2.2978 3.6583 2.6275 1.9099 1.5222
a; 10 -9.9948 42.3321 10.2809 -2.5775 -7.6342
a, 10°F 0.5421 -10.0562 -16.9941 -8.0532 0.3165
a; 10" -4.6741 51.2946 3.7260 4.6783 -0.0490
a;, 108 1.2216 -10.2051 -0.4394 -1.1367 -0.1433

c(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe® + a4Re?

R> 50 0 -50 -100 -150
a -1.0021 -1.2893 -1.0417 -0.7873 -0.6245
a, 10° 9.0177 3.9354 4.9007 7.0562 8.0911
a, 100 -2.0619 25.8948 4.1496 2.0765 -1.7877
a; 10° 1.8159 -15.1817 -1.7769 2.4803 0.1332
a, 10° 45581 31.5715 2.7352 6.3552 0.1721

ci(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe’ + ayRe?

R, 50 0 -50 -100 -150
as 10' 0.0969 2.7377 0.0807 -3.8610 -7.8474
a, 10° 8.3259 41.2627 9.1177 -5.8650 -13.1058
a, 100 11.7624 -53.3328 -1.0133 2.8451 0.8062
a; 10° -8.4480 30.8224 6.0891 -0.63198 0.8180
a, 10" 18.8837 -62.5165 -12.0883 2.4370 -1.4084

o’(Re) = ap + yRe+ a,Re? + azRe® + a,Re?

R, 50 0 -50 -100 -150
ap 10° 45663 7.4386 5.3157 3.5479 2.5562
a; 10 -1.8087 2.7827 5.2737 -4.5602 -3.9729
a, 10° -1.1896 -6.6409 1.9575 1.6356 2.4251
az 10" -1.4118 27.8047 -9.8949 1.5637 -6.2557
a, 100 1.2127 -4.4376 2.14673 -1.6152 8.5239

Tabelle 3.3: Fitparameter fur die Re Abhangigkeit der linearenKoe zien ten der
m = 2 Mode einer L2-SPI bei unterschiedlichen GegenrotationszahlerR, und
einem Radienverhaltnis = 0:7. Resultate beziglich der R2-SPI ergelen sich
durch ensprechendeSymmetrieoperationen (vgl. Tabelle 3.2). Die Beredinung
wurde fur den Parameterbereicd 20 Re 20mit Re= 1 durchgekihrt.

51
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linearer Koeffizient\g/

m=2,h=0.7
30— L ]
o—o R,=50 ]
25; a-aR=0 P
[ R,=-50 77
4-< R,=100 //.g'/’
20F b5 R,=-150 - ]
5‘ [ A
£ 15 =
7t P
10} /:;///./// —
i &
5} /./j//'f/ 7
4§if?’// .
00 ‘ "“3 1‘0 1‘5 ‘ 20
Re
Abbildung 3.4: L2-SPI: Li-
nearerKoe zien t vyg(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR,; = 0:7.
linearer Koefﬁzient0
m=2,h=0.7
S S A B
0.035— o—o R,=50 e A -
A AR2=0 B Al
R2=-50 RN
003 << R=100 .
>- > R;=-150
£ =
B, 0.025— B s
o (8]

OlOZN

I St XL EC IS R S Dl T I
0.015F="~+ Boomm . P b > B |
- —p-
L | | L
o 5 10 15
Re

Abbildung 3.6: L2-SPI: Li-
nearerKoe zient o(Re) bei
Variation von Re und ver-
sciedenerR,; = 0:7.

linearer Koeffizient \g/
m=-2,h=0.7

25—

L L L L L L L L L L L L ]
5 10 15 20
Re

Abbildung 3.5: R2-SPI: Li-
nearerKoe zien t vy(Re) bei
Variation von Re und ver-
sciedenerR,; = 0:7.

linearer Koeffizient g

m=2,h=0.7
L e e AL ‘
[ L A > > 3
-
06 . p- b E
P e
g - ]
..... PR
-0.8f~ ]
-4
e

T -a- ]

A——»/A‘——>’A"’

AT

> > R,=-150

5 10 15 20

Abbildung 3.7: L2-SPI: Li-
nearerKoe zient cy(Re) bei
Variation von Re und ver-
sciedenerR,; = 0:7.
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linearer Koeffizient ¢ linearer Koeffizient,
m=2,h=0.7 m=2,h=0.7
YT 1 T T q T \
‘7A_—”/A»___A__,_.A“”A-V,_A_A——»A»»— 4 0070 o—oR=50 “~A\\“A‘ ]
a < [ AfAR2=0 \\A\\\A ]
[ 1 r R=-50 A j
M 006 -« R,=100 *“\A\\ H
19= \ B [ > »R=150 -3
= ] *\50.05:— 5
= - B ST T S P SR SO IPIP PSP RSP SR P ol [ E
el < <+ - R2:5: ] U,OAN
8 a-aR,=0 , R PR ]
R750 | H D A ER SR O
- R=100 | 003 B
Py oy b > R,=-150 > > > > > [T > > b
00”"f‘s“”l‘o””l‘sfrszo 0020151‘01‘520
Re Re
Abbildung 3.8: L2-SPI: Li- Abbildung 3.9: L2-SPI: Li-
nearerKoe zient c;(Re) bei nearerKoe zient o(Re) bei
Variation von Re und ver- Variation von Re und ver-
sciedenerR,; = 0:7. scdiedenerR,; = 0:7.
In Analogie zu den Resultaten fer Radierverhaltnis = 0:7 sind in den nun folgenden
Abb. 3.10-3.14die Ergebnisseaus der Beredinung der linearen Koe zien ten fur = 0:5

zusammengestelltDassdies einer genauerenBetrachtung bedarf, derfte sdon bei einem
kurzen Blick auf den Verlauf der Koe zien ten in Abhangigkeit von Re deutlich werden.
Denn andersals bei = 0:7 sind bei = 0.5 'Sprunge’ in den einzelnenKoe zien-

ten erkenrbar. Zur Erklarung diesesPhanomenssei hierbei auf den folgendenAbsdnitt

3.2 verwiesen.Die Beredinug der Koe zien ten wurde mit einer Sdritt weite Re = 1
durchgetihrt. Es seiausdricklich darauf hingewiesengdassdie in Tabelle 3.4 angegelenen
Fitparameter nur in dem Bereich der Kurven, von positiven Re kommend, bis hin zu der
auftretenden 'Sprungstelle’ gultig sind. D.h. allesrechts desSprungsin den Abbildungen
3.10-3.14 Diesbasiert auf der Tatsade, dasssich bei gewisserDurch ussenRey(R,; ) die
Topologie der Eigenwert achen entscheidend verandert, wie im Einzelnenspater noch zu
sehenseinwird.
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vg(Re) = ap + ayRe+ a,Re? + a3Re® + ayRe

R>

-150 -100 -50

0 50

a
as
SV

o
a

10°
10*
1P

4.3928 4.16799 3.7784
1.0424 1.06458 1.1336
2.07191 3.6565 2.4360
-0.5341 -1.4051 -0.8927
0.8389 2.0429 1.0725

3.4905 9.4315
1.1391 1.06923
21.9350 -37.4391
-17.3608 25.0155
40.8017 -46.1580

o(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe’ + a4Re?

R>

-150 -100 -50

0 50

a
dy
as

106
10
10°
10
1¢°

1.4670 1.9573 2.9686
-2.0453 -3.2302 -6.8232
0.4282 0.7779 3.3798
-0.0474 -0.2067 -1.3495

5.3493 1.2946
-35.7863 10.7889
27.8499 -4.6487
-12.4032 -3.1543

0.0308 2.3847 2.16732 21.6902 15.1999

c(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe® + a4Re?

Rz

-150 -100 -50

0 50

a
as

107
10°
104
10°

-1.5552 -1.9879 -2.8552
5.2886 7.5539 13.0676
-1.8689 -2.9696 -6.4583
0.4788 0.8231 2.2241
-0.6799 -0.1138 -3.5101

-5.2224 -3.4634
44.6925 -9.5436
-34.6029 2.7351
15.4029 -12.6381
-27.4824 16.4911

ci(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe’ + ayRe?

-150 -100 -50

0 50

10
107
10°
10¢
1P

1.3219 1.8641 2.9727

5.8190 3.3004

-5.7030 -9.7263 -14.9073 -50.4119 -2.219

0.6239 5.2985 7.8204
0.4181 -2.1593 -2.6922
-1.7850 4.0379 4.3681

39.1387 -2.745
-17.6094 -2.9500
32.2642 16.2361

o’(Re) = ap + yRe+ a,Re? + azRe® + a,Re?

R»

-150 -100 -50

0 50

10
10
10
10°
10°

2.7841 3.8584 6.2134
-0.9414 -1.2235 -2.5969
7.0601 6.8605 17.0702
-2.9843 -2.1167 -5.9288
6.0572 3.2909 8.7623

13.5386 31.2941
-15.7441 0.00186
149.673 4.8211
-70.2006 -4.1441
126.550 9.4397

Tabelle 3.4: Fit-P arameter fur die Re Abhangigkeit der linearen Koe zien ten
derm = 2 ModeeinerL2-SPI fur unterschiedliche GegenrotationszahlerkR, und

einem Radierverhaltnis

= 0:5. Resultate bezglich der R2-SPI ergelen sich

durch ensprechendeSymmetrieoperationen (vgl. Tabelle 3.2). Die Beredinung
wurde fur den Parameterbereid von Re = 20 bis hin zur Sprungstelle mit
Re = 1 durchgetihrt.
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v [n/d]

linearer Koeffizient \g/
m=2,h=0.5

Abbildung 3.10: L2-SPI: Li-
nearerKoe zien t vg(Re) bei
Variation von Re und ver-
sciedenerR,; = 0:5.

linearer Koeffizient o
m=2,h=0.5

— S P
= 5 < ~A p —
= 7% % o
o N /
!
!
/ » - R,=-150
! <-4 R,>100
r ! R,=-50
-10[— A A& -A RS0 —
00— R2=50
. [ IS S R
20 -10 0 10 20
Re

Abbildung 3.12: L2-SPI: Li-
nearerKoe zient cy(Re) bei
Variation von Re und ver-
sciedenerR,; = 0:5.

1
20

55
linearer Koefﬁzient0
m=2,h=0.5
4\ T I
0.08\ \\\ > R,=-150 ]
L \ <+t R;=100
\ R,=-50
[ \ a--AR=0
006~ \&\ o oR-50 i
g
S
L2004
0.0%
t
q20‘‘“-1‘0““(‘)““1‘0““20
Re
Abbildung 3.11: L2-SPI: Li-
nearerKoe zient o(Re) bei
Variation von Re und ver-
scdiedenerR,; = 0:5.
linearer Koeffizient ¢
m=2,h=0.5
20— T T T \
R,=-150
& ::Rzz-loo
r \ R,=-50
5 \ A-ARO
[ \\ 6—o R,;=50

Abbildung 3.13: L2-SPI: Li-
nearerKoe zient c;(Re) bei
Variation von Re und ver-

sciedenerR,; = 0:5.
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linearer KoeffizienlxO

m=2,h=0.5
o5———F————F——7 """
[ Iy

> p R,=-150
<-< R,;=-100

L \ ]
0.4 1 — —
[ | R,=-50

7 \ saR0 Abbildung 3.14:L2-SPI: Li-

oah e 1 nearerKoe zient ?(Re) bei

= ] Variation von Re und ver-
oo 'y . schiedenerR,; = 05.

In denAbb. 3.10-3.14derlinearenKoe zien ten fur = 0:5ist im Gegensatzu = 0:7

(Abb. 3.4-3.9)ein signi kant anderesVerhaltenzu erkennen.Es sieht soaus,als gabe esein
Rey(R2; ), beidemder Verlauf der Koe zien ten einenSprungbesitzen,eine Erscheinung,
die beim zuvor untersuditen gre eren Radierverhaltnis = 0:7 nicht auftrat. Auch bei
Strukturen M = 0; 1fur = 0:5 konnte im Bereid 20 Re 20 nichts ahnliches
gefundenwerden.Die Lageder 'Sprungstelle’korreliert mit R, und in der Art, dasseine
starke Gegenrotation R, diesezu schwaderen Gegendurtr essenRe hin versdiebt. So
zum Beispiel liegt dieseRey bei R, = 1500 ensichtlich mit Reg < 20 au erhalb des
untersuditen Durch ussbereithes,wahrendeinestwadere GegenrotationR, = 50diese
zu deutlich betragskleinerenDurch mssen 12< Re< 11 versdiebt.
Die Gruppengeshwindigkeit wg(Re) spielt eine zertrale Rolle, wie in den folgendenKapi-
teln deutlich wird. Abgesehenvon denin der Abb. 3.10 gesehenerSpreangen nimmt die
wg mit zunehmendemDurch uss Re fur beinahe alle untersuditen GegenrotationenR;
kontinuierlich zu. Fer Re > O treten keine Spreinge auf und die Zunahme erfolgt linear.
Betragsma iges Anwadhsenvon R fehrt zu einer geringerenSteigungder Kurven.

3.1.5 Resume

Nach der theoretisthen Besdireibung der Idee der Amplitudengleichungenerfolgte die Her-
leitung der Koe zien ten der linearen Terme der Amplitudengleichung als Ableitungen des
komplexen Eigenwvertes nach Wellenzahlund Reynoldszahl.Weiterhin wurden die Koef-
zienten im Hinblick auf Symmetrien untersucht und in Abheangigkeit des Durch usses
beredinet. Hierbei zeigte sich ein fur 2-SPI neuesund au ergewehnliches Verhalten, wel-
chesfur TVF und 1-SPI noch nicht auftrat. Wie in den Abb. 3.10-3.14gut zu erkennen,
traten 'Sprenge'in denlinearen Koe zien ten auf.



3.2. AUFSPALTUNG DER MARGINALEN KURVEN 57

3.2 Aufspaltung der marginalen Kurv en

Um das im vorherigen Abschnitt gesehené/erhalten der 'Spreinge’ der linearen Koe -
zierten in Abhangigkeit der Kontrollparameter bei = 0:5 verstehenzu kennen, bedarf
eseinernaherenBetrachtung der zugrundeliegendenTopologieder komplexenEigenverte
(R1;k) = (Ry;k)+i! (Ry; k). Im Folgendenwerdenzunadst die beidenFealle R, = Ound
R, = 50 betrachtet. Das Verhalten fur andereR, lat sich auf dieseFalle zureckfeihren.

Eigenwertgebirge y(R k)

1
!

[,
]

>

RN

§><

VALV,

Abbildung 3.15: Topologie von (Ry;k) der dominarten m = 2 Mode einer
L2-SPI fur = 0:5. Rot ( = 0)-Isolinie, marginale Kurve; violett! rot: an-
wadsendes . Kontrollparameter: Re= 6, R, = 0.

Feur R, = O tritt beidenlinearenKoe zienten im Bereidh 7< Re< 5 ein'Sprung'
auf (Abb. 3.10-3.14).Somit stellt sich die Fragenad der Ursade und den physikalisthen
KonsequenzerdiesesVerhaltens.

Hierzu ist fur L2-SPIin Abb. 3.15die Topolgie desRealteils (Rj; k) deskomplexenEi-
genwertes (Ry; k) als Funktion von R; und k fur festesRe= 6 und R, = 0 dargestellt.
Deutlich zu erkennenist ein einzelnerBerg, derdie = 0 Fladche an der roten Linie durch-
ste t. Zur Verdeutlichung wurdendie Werte mit Falsdhfarben kodiert und zusatzlich die



58 KAPITEL 3. AMPITUDENGLEICHUNGEN - STABILIT ATSFLACHEN
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Abbildung 3.16:Projektion der Isolinien = 1 ausAbb. 3.15in die (Ry; k)
Ebenefur = 0:5; Rot: = 0 (marg. Kurve), blau: > 0, schwarz: < 0;

violett! rot: anwachsendes . Kontrollparameter: Re= 6, R, = 0.

Isolinien einzelner Wertevon = 5:3in die Grak mit aufgenommenDie rote Kurve,
= 0 Isolinie, stellt die marginale Kurve dar.Fuer die hier gewahlten R, und Re besteh
dieseaber ganzo ensichtlich auszwei nicht zusammenk&ngendenTeilkurven.
In Abb. 3.16sind die Projektionen der -Isolinienin die (Ry; k) Ebenezu sehen,wasder
gewohnten Darstellung der marginalenKurven Ry.mar g(K) ertspricht. Analog zu Abb. 3.15
sind die -Werte ebenfalls mit Falsdhfarben in die Gra k aufgenommenworden. Mit den
beidenAbbildungen 3.15und 3.16lat sich nun die zuvor gestellte Fragenad dem 'Wie'
beartworten und die zunachst merkweirdig ersteinendenSprengein den linearen Koe -
zierten verstehen.Wie im vorherigenAbsdnitt 3.1.2bestrieben, mu ten zur Ermittlung
der linearenKoe zien ten die partiellen Ableitungen von Real- und Imaginarteil deskom-
plexen Eigerwertes (Rg; k) bis zur zweiten Ordnung bestimmt und am jeweils kritischen
Wert ausgewertet werden. Eben diesedoch sehrdeutliche Anderung der kritischen Werte,
hervorgerufendurch die zwei nicht zusammeniangendenBereidhe der = 0 Kurve, ist die
Ursade der Spreinge in den linearen Koe zien ten. Diesewurden in den Abb. 3.10-3.14
bzgl. des auferlegten Durch usses aufgetragen.Aber geradedie Anderung von Re fuhrt
zur Aufsplittung der marginalenKurve in die beidennicht zusammenkngendenBereithe
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wie in Abb. 3.21)erkenrbar.

Die Lesung,die der Code als diejenigeder marginalen Kurve ausgibt, ist die jeweils ein-

fachste der gefundenen.Randwertprobleme sind i.A. nicht eindeutig lesbar. Zusatzliche
Lesungerkennenbeim hier betrachteten Eigenwertproblem z.B. weitere radiale Nullstellen

und somit einekompliziertere Wirb elstruktur besitzen.Solde Lesungenbesitzennaterlich

aud verstiedeneR.mar g, WObei Ry.mar g Mit der Anzahl der radialen Nullstellen der jewei-

ligen Eigenfunktion wadst. Stellt man nun die Fragenad der einfadistendieserLesungen,
sotritt diesebei dem niedrigsten Ry.mar g auf.

Realteil des Eigenwerts bej Rariation
m=2, Re=-6, B=0,h=0.5
20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

— k=3.6351

k=3.7316
101~ k=3.7317
- k=5.00619

P I R U R B i
= 160 165 170 175 180 185
.40 ‘ ! ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘
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Abbildung 3.17: Topologistes Verhalten des Realteils (R;) des komplexen
Eigenwertes (R;) bei Variation von R; bei festem k bzgl. der dominarten
m = 2 Mode einer L2-SPI fur = 0:5. Kontrollparameter. Re= 6,R, =0

Die Betrachtung desRealteils (R;) als Funktion von R; bei festemk besmtigt dies.
Hierzu wurde, wie in Abb. 3.17zusehen, (R;) fur jeweils zwei vershiedeneWellenzahlen
k < ko und zwei weitere mit k > ko aufgetragen.ko synbolisiert dabei geradedie Wellen-
zahl, bei der der Sprung fur feste Kontrollparameter Re und R, auftritt. Dabei wurden
zwei der k-Werte unmittelbar links bzw. rechts des Sprungs gewahlt (siehe hierzu auc
Abb. 3.18).

Mittels Abb. 3.17lat sich das Phanomendes aufgetretenen'Sprungs' in den linearen
Koe zien ten weiter aufklaren. Der Grund hierfer liegt letztendlich in der Tatsade be-
grundet, dassesgenaueinenfest vorgegeenenSatz an ParameternRe,R,, und ko? gibt,
bei weldher die (R;) Kurve in der ( ;R;)-Ebenein Abb. 3.17 geradenur noch einen
'‘Berewhrpunkt’ mit der = 0 Ebene besitzt. Ein bereits minimal gre ere Wellenzahl k
bedingt das Verstwinden diesesBeruhrpunktes’, sodassder Code die zuvor noch existie-

2Der Index 0 symbolisiert dasses sich um geradedie Wellenzahl handel, bei der die Kurve bei = 0
geradenoch einen Berehrpunkt besitzt.
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rende Nullstelle nun nicht mehr nden kann und somit als Lesungdie nadste Nullstelle
auswahlt. Dieseliegt jedoch bei einer gre eren ReynoldszahlR; wie in Abb. 3.18zu er-
kennenist. In den Abb. 3.17 und 3.18liegt diesesk, bei dem gegelenenParametersatz

marginale Kurven - =0 Iso-Linien
m=2, Re=6, R =0, 1=0.5

400 I ‘ | . ,

350 -

300 -

200 |- § _
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180.1

161 1
150 PR I U N | s T |

Abbildung 3.18:Verlaufder marginalenKurvenderL2-SPIgewonnenals = 0-
Isolinie aus Abb. 3.15. Deutlich zu erkennen sind die beiden 'Spreinge’ feir
3:4606< ko < 3:4607sawie 3:7316< ko, < 3:7317.Die durchgehendesdwar-
ze Linie markiert einefeste Wellenzahlk = 3:63511fer die drei Lesungenexi-
stieren (hier mit 1; 2; 3 gelennzeitinet). Kontrollparameter: Re= 6, R, = 0,

= 0:5; grau markierten Bereiche A; B charakterisierenwadstumsfhige Be-
reiche bei entspredhender Wellenzahlk

( = O05Re= 6,R, = 0) zwisden 3:7316< kg < 3:7317.Zur besserenAnschauung
wurde der Bereidh, in dem sich der 'Berehrpunkt' be ndet im unteren Teil der Graphik
3.17 nochmals vergre ert dargestellt. Der Untersdied der beiden Kurven fur k = 3:7316
(rot) und k = 3:7317(gren) ist leider sogering, dasser hier nicht mehr graphis¢ aufgebst
werden kann und man auf die numerisd erhaltenenZahlerwerte zureckgreifen muss. Im
Fall k = 3:7317 (hier gibt esnur eine Lesung)bleibt die Kurve in diesemBereidh immer
unterhalb der = 0 Isolinie.

Zur weiteren DiskussiondiesesProblemsseider Durch uss im nun Folgenden,wenn nicht
explizit erwahnt, auf denfestenWert Re= 6 xiert. Die zugehorigen marginalenKurven
(inkl. heherenLesungen)sind in Abb. 3.18 dargestellt. Au ergewehnlich ist die Tatsa-
che, dassessidc nicht wie gewohnt um nur eine, sondernum mehreremarginale Kurven
handelt, die sich aus der Topologie des Realteils (R1;k) aus Abb. 3.15ergeken. Grau
eingefirbte Bereide A; B markieren hierbei solde, in denendie m = 2 Mode der L2-SPI
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wadhstumshhig ist. Es gibt also die Meglichkeit, dassdas Systembei Erhehung von R,
zunachst in den Bereih A gelangtund somit wachstums®hige Moden bei gewisserk zur
Verfagung stehen. Bei weiterem Anwachsenvon R; kehrt das linearisierte System nach
Durchgangdurch A in den Grundzustand zureick, bis essdlie lich far noch gre ere R;
den Bereidh B erreidht, wo erneut wachstums#hig Moden auftreten. Diesedrei = 0
Sdtwellen sind von entscheidenderBedeutung,denn nach der Bifurkationstheoriemussbei
allen jeweils eine Loesungherausbifurkieren,oder sich das Stabilit atsverhalten andern. Die
Unteruchung diesesBifurk ationsverhaltensmittels der vollen nichtlinearen NSE sollte von
besondereminteressesein.

Realteile der Eigenmoden
m=2, Re=-6, k=3.635111,2R0, h=0.5
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Abbildung 3.19: L2-SPI: Realteile der Eigenmalen u, v, w bzgl. der drei un-
terschiedlichen Lesungenl; 2; 3 aus Abb. 3.18fur k = 3:635111.Kontrollpa-
rameter: Re= 6, R, = 0; = 0:5; verwendete Normierung: radiales Feld in
Spaltmitte u(d = 0:5) = 15.

Ausgehendhiervon drangt sich jedoch die Frage auf, um was fur Lesungenl; 2; 3 auf
der marginalen Kurve essich handelt. Ganz o ensichtlich existierenBereite, in denenes
bei xierter Wellenzahlk (vgl. Abb. 3.18z.B. k = 3:635111)drei untersdiedliche Leosun-
gen, bedingt durch die Topologieder (Rj;Kk)-Flache (Abb. 3.15) gibt. Hierzu betrachte
man sich die Realteile der Eigenmalen u, v und w bzgl. der in Abb. 3.18 eingetragenen
unterschiedlichen Lesungenl,2 und 3.

Wie ausAbb. 3.19hervorgeht, untersdheidensich die Realteileder Eigenmalender Lesun-
genl und 2 relativ wenig voneinander,dafer weisensie aber eineum sogre ere Di erenz
zur Lesung3 auf. Dies begrindet sich darin, dass1 und 2 genm Abb. 3.15und 3.18
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auf einer gemeinsameneinfady zusammenlangendenlsolinie liegenund somit dieselle to-
pologiste Struktur besitzensollten. Der Unterschied dieserbeidenLesungenim Hinblick
auf die zugelorigen R; Werte zeigt sich lediglich in einer sehrschwadhen Versdiebung der
Realteile der Eigenmalen zum inneren Zylinder hin. Wichtig ist aber, dasssiez.B. dieselle
Anzahlvon Nullstellen in allen, insbesondereaber aud in der axialen Eigenmale besitzen.
Ganzanderssieht diesbei der Losung3 aus.Bei dieserbesitzendie Eigenmalenin ' - und
z-Richtung im Realteil jeweils eine Nullstelle mehrim Vergleid zu den beidenLesungenl
und 2. Desweiterenist auc einedeutlich starkere Vershiebungder Eigenmalen zum inne-
ren Zylinder hin zu erkennen.Diesist eineweitere Bestatigung desSprung-Phanomensaus
Abb. 3.17.Bewegt man sich namlich ausdem Bereidh in demdrei Lesungen(Abb. 3.18)
zu vorgegelenemk existieren heraus, liegt der in Abb. 3.15 dargestellte Berg unterhalb
der = 0 Ebeneund der Code kann als marginale Lesungnur diejenigeliefern, die sich
auf der = 0 Isolinie be ndet, zu der auc die Lesung3 gebhert.

Um zu veri zieren, dassessich bei 3 wirklich um einevon 1 und 2 versdiedenelLesung
handelt, betrachte man sich die in Abb. 3.20 dargestelltenVektorplots des (u; w)-Felde
in der' =const.-Ebene, jeweils fur einenk Wert links bzw. rechts des Sprungsaus Abb.
3.18.In Abb. 3.20a),in dem der komplette radiale Bereidh zu erkennenist, ist nur eine
sehr geringe Veranderung feststellbar. Der wesemliche Untersdied ergibt sich aus Abb.
3.20b), die sich auf den au ersten Rand des Spalteszwisden den Zylindern bezielt. Hier

zeigt sich, dassim Fall k = 3:7316,rote Pfeile, (hier existieren3 Losungenmit = 0) zwei
weitere, noch sehrkleine Wirb el gegemiber k = 3:7317,blaue Pfeile, (hier existiert nur eine
Lesungmit = 0) am au eren Rand hinzukommen.

Als letztes soll noch kurz auf die Veranderung der Topologie des Bergesbei Anderung
desDurch ussesRe (R, fest) bzw. bei Anderung der GegenrotationR, (Re fest) eingegan-
genwerden. Hierzu wurde die -Flachen fur unterschiedliche Re, bzw. R, beredinet und
die darausals = 0 Isolinien erhaltenenmarginalenKurvenin den Abb. 3.21und 3.22
zusammengestellt.
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Abbildung 3.20: Vektorplot des (u; w)-Feldesder m = 2 Mode einer L2-SPI,
blau: k = 3:7316,rot: k = 3:7317,links: gesanter radialer Bereith; redts:
au erer radialer Bereidh, Kontrollparameter: Re= 6,R, =0, =05

Qualitativ verhalt essich so,dassder Berg mit zunehmendenRe und festemR, standig
weiter mber die = 0 Ebene hinauswadist (vgl. Abb. 3.21), wobei sich die marginalen
Kurven (hier gilt bekanntlich = 0) ausdem Bereith zwisthen eben diesemBerg und dem
restlichen Gebirge hinausstieben. Am Ende diesesVorgangsist der anfangsvorhandene
'‘Berg' vollkommenin die mbrige Struktur integriert.

Im Bezugauf die linearenKoe zien ten bedeutetdies, dasssidh diese,von stark negativen
Re kommend (von links in den Abb. 3.10- 3.14), auf Lesungenin dem Bereid bezie-
hen, wo die erste Nullstelle sozusagerversdwunden' ist, da sich der angespr@heneBerg
vollstandig unterhalb der = 0 Ebenebe ndet. Hier existierennur diejenigenLeosungen
zu heheren Ry.marg UNd folglich auch Ry Werten. Dies fuhrt zu betragsnmaig deutlich

kleineren Werten der linearen Koe zien ten im Vergleid zu den unmittelbar redits der
Sprungstelleliegenden.in Abb. 3.21ist auch der Verlauf der Bergspitzebei Veranderung
von Re und xiertem R; = 17188 dargestellt. Dieseenspricht geradeder Reynoldszahl,
bei der die Bergspitzedie = 0 Ebenegeradenoch fur Re= 6:15berehrt. D.h fur dieses
R, ist der Bereich A ausAbb. 3.19auf eineneinzelnenPunkt zusammengesocumpft. Fur

starker negative Re verstiwindet dieserdann vollstandig, wie aud in Abb. 3.21 (links)
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fur Re= 7 (orange,strichpunktierte Linie) erkenrbar.

250

200

150 Sl |

I i | ; | i X , K I | L | I | |

3 4 5 6 10 3 6 4
k Re

Abbildung 3.21:links: Marginale Stabilit atskurvender L2-SPI bei Variation von
Re. Kontrollparameter: R, = 0; rechts: Verlauf der Bergspitzebzgl. der = O-
Ebenebei Variation von Re. Kontrollparameter: R; = 17188, R, = 0; = 05

Die bereits weiter oben angespr@hene R,-Abhangigkeit ist ebenfalls sehrgut aus den
Abb. 3.10-3.14ablesbar.Auch die Abnahme der GegenrotationR, (zu starker positiven
Werten) bedingt (vgl. auch Abb. 3.21) ein Versdieben der Sprungstelle zu starkeren
Durch wssenRe hin; z.B. liegt diesefur R, = 50im Bereidhh 12 1lund far R, = 0
bei 7 6. Es fallt jedoch auf, dassdie linearen Koe zien ten bei einem Wert von
R, = 150im gesanten untersudhten Bereit kein besondere¥erhaltenaufweisen(hierbei
bleibt die niedrigste Nullstellenlesung erhalten). Mittels Redinung zu weiter negativen
Durch mssenkonnte aber audh hier ein qualitativ ahnliches Verhalten wie bei geringer
Rotation festgestellt werden. Auch fur den Fall gleichgericdhteter Rotation R, = 50 ist
kein Sprung mehr in den Koe zien ten zu erkennen. Weitere Redinungen hierzu zeigten
ebenfalls,dassesin diesemBereidh nur die 'hehere'Lesunggibt, da der Berg bei demdort
vorgegelenenParametersatzimmer unterhalb der = 0 Ebeneverbleibt.

Um einen qualitativen Einblick in den Verlauf der marginalen Kurven bei Variation
einesgegelenen ParametersatzesR; R,; k; zu gewinnen,ist in Abb. 3.23die =0
Iso ache C(Ry;K; R»)j o2 als Funktion der Kontrollparameter Ry; R, fur k dargestellt.
Ein Sdanitt bei konstartem R, liefert somit direkt die hierzu gelerendemarginale Kurve.

3(Auf Anregung von, nennenwir ihn Christian H., oder nein doch lieber C. Ho mann: 'W are esnicht
schen 4D als 3D darzustellen, da erkenrt man dann alles auf einen Blick!'
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marginale Kurven bei R, Variation
m=2, Re=-6, n=0.5

Abbildung 3.22: Marginale Stabilit atskurven der L2-SPI bei Variation von R..
Kontrollparameter: Re = 6; = 0:5 Zur besserentbersidtlichkeit wurden
die Kurven fur R, = 6; 9 weggelassenFur die durchgezogend.inien gilt
R, < 0 und bei strichpunktierten R, > 0; sdwarze Kurve: R, = 0; gleich
Farben gehoren zu identischen BetragenjR,j.

Die Flache als Ganzesstellt also entsprediend die ‘'marginale Flache' fur R1; R, k;  dar.
Gut zu erkennenist ein Bereidh 55 < R, < 2:5in dem ahnlich zu Abb. 3.15e€in von
demubrigen GebirgeabgesetzteBerg auftritt. In diesemR, Bereit besitzt die marginale
Kurve, analogzu Abb. 3.18 mehr als nur eine Lesung.

Hierzu sind in Abb. 3.24die Bifurkationssdwellen Ry.mar g(R2) fur zwei unterschiedliche
aber feste Wellenzahlenk = 3:6 und k = 4.5 der m = 2 Mode einer L2-SPI aufgetragen.
Dies entspricht geradeeinem Scnitt in Abb. 3.23 bei der entsprechenden Wellenzahl.
Hierzu wurde k = 3:6 sogewahlt, dassdieseetwa der in Abb. 3.18 eingezeibneten Wel-
lenzahlk = 3:6355enspricht, wobei jedoch entscheidendist, dasseszu dieserWellenzahl
genau3 Sdnittpunkte 1;2 und 3 mit den marginalen Kurven gibt. Hier sollten alsoaud
drei Losungenan eben diesenSdnittpunkten herausbifurkierenkennen. Betrachtet man
sich die in Abb. 3.24 dargestelltenBifurkationssdwellen Ry.mar g(R2) so besitzt die rote
Kurve die 'gewohnte' Darstellung; diesebesitzt ihr Minimum fur R, 75 und wadst
sonvohl fer negativere, als audh positivere R, (hierbei deutlich starker) kontinuierlich an.
Ein ganzanderesund bislang nicht beobadtetes Anwadhswerhalten zeigt sich aber fur die
Wellenzahlk = 3:6 (blaue Kurve). Entsprechend dieserexistiert ein Bereid, fer den bei
Erhehung desKontrollparameters Ry, keineWellenzahlmehrlinear wachstums#hig ist. Bei
dem hier gegelenem ParametersatzRe = 6; = 0.5 liegt dieserbei R, = 5:47::2:82,
bzw. bei festemR, = 0 wie aus Abb. 3.18 ersiditlich far Wellenzahlenk = 3:45::3:73.
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v =0 Isofldche

Abbildung 3.23: = 0lso ache C(R1;Kk;R>)j =0 einer L2-SPI mber der (Ry; k)
Ebeneals Funktion von 10 R, 10; Diesekennzeitinet den Verlauf der
marginalenKurvenbeiVariation von R,; Kontrollparameter: Re= 6; = 0:5.

In Abb. 3.24 lauft die Kurve fur k = 3:6 bei kontinuierlich wachsendemR; ab einem
R, = 2:82 zunachst rackwarts zu kleinerenR, hin. Ab R, = 5:47 andert sich dieserneut
und mit wachsendemR; nehmenauch die Werte von R, zu.

Die Ursade des'Sprung-Phanomens'ist letztendlich auf die numerisd Berecinung mit-
tels Shaoting-Verfahren zureckzufehren. Durch die, abhangig vom Parametersatz,auftre-
tende Ausbildung eineseinzelnen'Bergs' aus dem gesanten Gebirge der Eigenwert ache

(Ry1; k), insbesonderedes Realteils (Rq; k), herausund dessenLage zur = 0 Ebene,
kann es bereits bei sehr kleinen Anderungenin Re (R,) zu ensprediend groen in R;
kommen.Physikalisch sdheint esso zu sein,dasssich die M = 2 Strukturen bei gegelenen
R, (Re) ab einemgewisserRe; (Ry.0) nicht mehrin der Naheder Wellenzahlenk wie bei
etwas gre eren Re (R,) stabilisierenlassen.Bei solthen Parameteratzen sceint dies nur
bei entsprediend gro en ReynoldszahlenR; der Fall zu sein.
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Bifurkationsschwellen
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Abbildung 3.24: Bifurkationsstwellen R;(R;) einer L2-SPI fur feste Wellen-
zahlenk = 3:6 und k = 4:5; Kontrollparameter: Re = 6, = 0:5; redts ist
der enscheidendeBereid der Scwellen nochmals vergre ert dargestellt.

Neben den hier diskutierten Abhangigkeiten der Aufspaltung der marginalenKurve in
zwei nicht mehr zusammenkangendeTeilbereide bzgl. Durch uss Re und Gegenrotation
R, konnte weiterhin noch eine Abhangigkeit mit dem Radiernverhaltnis festgestelltwer-
den. In dem hier hauptsachlich untersuciten Bereilh 20 Re 20trat das'Phanomen’
erst unterhalb einesRadienverhaltnissesvon 0:519 auf. Diese Aufspaltung wird audc
bei der nun folgendenDiskussionder Stabilit atsstwellen von entscheidenderBedeutung
sein.

3.2.1 Resume

Das enscheidendeErgebnis diesesAbsdcnitts ist die fer L2-SPI gefundenekomplexe To-
pologieder marginalen Stabilitats achen, wie z.B. in Abb. 3.23dargestelltist. Abb. 3.15
zeigt, wie die -Flade der L2-SPI einen einzelnenBerg ausbildet, dessenLage beziglich
der = 0-Ebenevon erntscheidenderBedeutungist. Durchstet er die = 0-Ebene, so
existieren nichtzusammenmngende marginale Kurven (vgl. rote Kurven in Abb. 3.15)
und esertsteht eine'lnsel’, innerhalb derer einzelneModen wadchstumsfhig sind. Dies ist
ein neues bislang noch unbekanntes Verhalten. Wahrend auf der Stabilitats ade fur TVF
und 1-SPInirgendslokale Maxima auftreten besitzt siefer L2-SP1 ganzo ensichtlich einen
einzelnenGipfel (vgl. Abb. 3.23).
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- STABILIT ATSFLACHEN



Kapitel 4

Kon vektiv e und absolute
Instabilit atsschwellen

4.1 Charakterisierung der Stabilit atsb ereiche

Bisher wurden Eigensdaften von Sterungen direkt am kritischen Punkt (k¢; Ry) unter-
sudt.,d.h. ebeneWellen mit unendlicher Ausdehrung (vgl. Abb. 4.1). Be ndet sich das
Systemnun aber im eberkritischen Bereid, wird ein ganzesWellenzahlbandangeregt,so
dassdurch Superposition angeregterModen eineraumlich lokalisierte Sterung in Form ei-
nesWellenpalets erntstehenkann, wasin Abb. 4.2 shematist dargestelltist. Diesesla t

sich mittels desAnsatzes(3.6) gut besdireiben.

MMMMM& 44({
:@ A

|
| u u H u u “ u u U b Abbildung 4.2: Raumlich be-
stranktes Wellenpalet als Su-
Abbildung 4.1: Unendlich ausge- perposition aller im wberkriti-
dehrte kritische Eigenmade. schen Fall angeregtenEigenmo-
den.

Der Scwerpunkt desWellenpaletesbewegt sich mit der axialen Gruppengeshwindig-
keit wy, die eine Funktion desDurch ussesRe ist, wie in Abb. 3.2und 3.3 fur 1-SPlund

69
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Abb. 3.4 und 3.5 fur 2-SPI bereits gesehenim Gegensatzzur unendlich ausgedehten
Sterung gibt esaufgrund der raumlichen Lokalisierung desWellenpaletesdie Meglichkeit,
dassjede Sterung trotz positiven Anwachswerhaltens (> 0, vgl. 1.12) durch die Grup-
pengeshwindigkeit wy von jedembeliebigenOrt desSystemswegtransportiert wird. Esist
somit wichtig, neben dem Wert von , wie bisher, auch noch desserbetragsma ige Gre e
] ] zu betradchten, was zur Unterscheidung der folgendendrei Falle fehrt (Abb. 4.3):

A

absolut instabil

konvektiv intabil

a) absolut stabil J@\ﬁ
v

Abbildung 4.3: Zeitlicher Verlauf lokalisierter bzw. unendlich ausgedehter
Sterungen mit den daraus resultierenden Stabilit atsbereiden; grene Pfeile
symbolisieren das Wadstums\werhalten der Amplituden; stwarze Pfeile ste-
hen fur die Frontgesdwindigkeiten v im Fall deslokalisierten Wellenpaletes;
Gestwindigkeit v von links nad redits. Bereidhe: a) absolut stabil , b) kon-
vektiv instabil , c) absolut instabil

1. < 0:Jegliche Sterung im Systemwird wegge@dmpft. Nadh einer endlichen Zeit ist
das Systemwiederin den Grundzustand zureickgelkehrt. Der Grundzustandhei t fer
soldhe Parameter dann absolut stabil gegember Sterungen(Abb. 4.3a). Dies gilt
sonvohl fur den Fall einer unendlich ausgedehten Welle, als audch fur ein einzelnes
lokalisiertesWellenpalet (vgl. Abb. 4.1und 4.2).
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2. > 0 Die Bewegungdesgesanten Wellenpaletes mit wy ist sogro, dassdas An-
wadswerhalten der Sterung diesean einem bestimmten Punkt nicht kompensieren
kann. Wahrend die Amplitude desSdwerpunkts zwar kontinuierlich zunimmt, wan-
dern beide Fronten des Wellenpaletesin die gleiche Richtung wie die Gruppenge-
sdwindigkeit wy (Abb. 4.3b). Da essich um eine lokale Sterung handelt, stirbt
diesefolglich an jedem Ort des Systemsnad einer endlichen Zeit aus und selbi-
geskehrt in seinenGrundzustand zureick. Entscheidert hierbei ist, dassessich um
ein einzelnes]okalisiertesWellenpalet handelt, da ein Wachstum der Amplitude bei
unendlich ausgedehten Sterungensomit das gesante Systemerfullt. Es ist hierbei
wichtig auf die Wahl desjeweiligen Bezugsystemsu adhten. Im Laborsystemist in
diesemFall eine vorbeilaufendeKonvektionsstruktur erkenrbar, die aber sobald die
Systemgrenzerubersdiritten sind wieder verstciwindet. DiesenSadwerhalt bezei-
net man als konvektiv instabil .

3. > Oundgro gerug,um Sterungenan jedembeliebigenOrt desSystemsanwacdhsen
zu lassen,unabhengig von der Gruppengeshwindigkeit wy mit der der Sthwerpunkt
desPaketsefortb ewegt wird (Abb. 4.3c).Diesbedeutet,dassdie Fronten desPakets
im mitb enegten Bezugsystemin engegengesetzteRichtungen propagieren,die zu-
gehorigen Frontgestwindigkeiten v somit untersdiedliche Vorzeiden besitzenund
der Systemgrundzustandm gesanten Systemnad endlicher Zeit ausstirbt. Dieser
Zustand wird demzufolgeals absolut instabil bezeitinet.

Es seinoch einmal ausdricklich darauf hingewiesendassbei der De nition der Begri e
absoluterund konvektiver Instabilit at die Wahl desBezugsystems/on ertscheidenderBe-
deutung ist. Be ndet man sich namlich geradeim Sdwerpunktsystem, fallen konvektive
und absolute Instabilit at zusammen.

4.2 Lineare Analyse lokalisierter Sterungen

|
Im Folgendensei X (z;1) ein lokalisiertes Sterwellenpalet im Ortsraum, ertstanden knapp
oberhalb deskritischen Punkts. Als Wellenzahlsgktrum fer reellek ergibt sich (der Ein-
fachheit halber wird als raumliche Koordinate x nur die Richtung der Strukurbildung z

betrachtet):

X(zt) = 912: kX (ke 4.1)
Z
I | _
(3:1,3:6,310)=) X (z;t) = 912: dkX (k;t = 0)gk#+ (o (4.2)
1

Somit sind die ertscheidendenGre en fur das Wadstumswerhalten der Sterung gegelen
durch:

1. denEigenwert (k)
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I R I ,
2. den AnfangszustandX (k;t = 0) = p2- 11 dkX (z;t = 0)e *z

Interessan ist nun das Langzeitverhalten eines solthen Wellenpaletes im mitb ewegten
Bezugsystemund insbesondereim Laborsystem. Die Idee hierbei bestelt darin mittels
Gauss'scherErganzung(z = vt) die axiale Koordinate z mit in den Eigerwert einzubezie-
hen.

Z
I o
X (z=vtt) = 912: dkX (k;t = 0)e( ¥ wobei (k):= +ikw (4.3)
1
Somitist ( k) := + ikw der neue Eigerwert, in dem mit der Gestwindigkeit v mit-

bewegten Bezugsystem.Dieseslintegral lat sich im Limest ! 1 naherungsweise un-
ter Zuhilfenahmeder Sattelpunktsmethade [Anhang] beretnen. Somit ergibt sich fer das
Langzeitverhalten

z

! !
X(z=widjo t pel @' dOX(Qit=0) (4.4)
co

mit der i.A. komplexenWellenzahl
Q=k K (4.5)

(k :=reelle axiale Wellenzahl,K :=axiale Wadstumsfate, C°:=In tegrationswegim Kom-
plexen)

Das verbleibende Integral auf der rechten Seite in (4.4) besitzt einen konstarten Wert,
sodassesim Langzeitverhalten gereigt ( Qs) zu untersuchent. Dabei erhalt man Qs aus
der folgendenSattelpunktsbedingung (hier unter der Annahme, dassnur ein Sattelpunkt

existiert): )
@Q _ @ +iQw)  _ 4 (4.6)

@D Qs; ¢ @D Qs; ¢
Verantwortlich fur das Wadistums\werhalten der Sterung ist der Realteil Re[ ( Qs)]. Fur
Re[ ( Qs)] > O ist die Sterung im mitb ewegten Bezugssystemwadhstumshig. Im umge-
kehrten Fall Re[ ( Q)] < 0 wird die Sterung weggedmpft, so dassdurch

Re[( Qq)lj . =0 (4.7)

die Shwelle . zwisten absoluter Stabilitat und konvektiv instabilem Verhaltenliegt. Um
nun analogdie Sdwelle zwishenabsoluter-und konvektiver Instabilitat . , zubestimmen
muss man sich ins Laborsystem (w = 0) begelken und dort die Wadstumsstwelle der
Sterung bestimmen. Dazu wird eine Front des Sterwellenpaletesim Laborsystem xiert,
sodasssich in diesemFall folgendeSattelpunktsbedingunganalogzu (4.6) ergibt:

Q@ -
@ o =0 (4.8)

1Der Index s dient von nun an der Kennzeichnung des Sattelpunktes Qs = ks  iK s in der komplexen
(k,K) Ebene.
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Auch hierbei legt wiederumder Realteil

Re[ (Qs)lj .. =0 (4.9)

die GrenzedesAnwadhswerhaltensfest. Hierausresultierendrei Bereihe (Tab. 4.1),in die
sich der Parameterraumunterteilen lat.

Verhalten bzgl. Sterungen \ zugetoriger Parameterkereid

absolut stabil <0
konvektiv instabil 0< < .a
absolut instabil > ¢ oa

Tabelle 4.1: Einteilung desParameterraumsnad den untersciedlichen Stabi-

lit atskriterien. ¢ a(Re) = Réclc?élz)e) 1

Wie bereits in Absdhitt 2.3.4 durchgekihrt, werden die jeweiligen Stabilitatsgrenzen
noch bzgl. Ri(Re = 0 ='kritisc her Wert ohne Durch uss' normiert.

Rix(Re)
() x(Re) = x(Re[1+ c(Re]+ c(Re) (4.11)

(wobeix = coderx=c a)

4.3 Berechnung der Grenze zwischen absoluter und
konvektiv er Instabilit at

Eine ebensoeinfath wie stnelle Meglichkeit um zwisden absoluter und konvektiver In-
stabilitat unterscheiden zu kennen, beruht auf der Dispersionsrelation! (k) des Systems.
Dieselat sich approximativ aus der sdion besdiriebenenlinearen Amplitudengleichung
(3.5) gewinnen.Dabei sei nochmals angemerkt, dassdiesenur in hinreichender Nahe der
kritischen Werte k  k; und ¢ gilt. Ausgehendvon Gleichung (3.11) und unter
Verwendungvon Q.

2
G Q= 4= iQ kwg+ A+ic)— (A+ic)=-(Q k) e (412
erhalt man unter Ausnutzung der Sattelpunktsbedingung(4.6):

0 @Q

2
= o
@ o O(Q Ke) (4.13)

Qs



74  KAPITEL 4. KONVEKTIVE UND ABSOLUTE INSTABILIT ATSSCHWELLEN

Nadch Au esungund Trennung von Real-und Imaginarteil ergibt sich fur den Sattelpunkt:

Q. = ke oeWg ;oW (4.14)
| 2(]{'2" c1?) oi F(1+{%12) oi
= ke i K, (4.15)

Setzt man den soermittelten Sattelpunkt (4.15) nun in die allgemeineSdwellerbedingung
(4.8) %jQS; . .« = Oein, ndet man nadh einfader aber etwas umstandlicher Redinung
folgendeBedingungfer die Sdwelle:

02\/\/92
= -9 4.16
c 2T 204 ) & (4.16)
Hierausergibt sich mit der Normierung (4.10) analogzu (4.11):
2\ 2
_ 0" Wy
c a(Re) = 20+ 6,2 02[1+ «(Re)l + c(Re) (4.17)

Bei dieserMethode, die Sdwelle zwisthen absoluter- und konvektiver Instabilit at zu be-
rechnen, bestel der Vorteil eindeutigdarin, dasslediglich die Kenntnis der linearenKoe -
zierten (Abb. 3.3-3.14)der Amplitudengleichungennotwendigist. Der Nadhteil ist jedoch,
wie anfangsbesairieben, dassderen Gelltigkeit auf einenkleinen Bereidh in der Nahe der
kritischen Werte . und k. bestirankt ist. Deutliche Abweichungen zu anders ermittel-
ten Ergebnissersind alsoinsbesonderein den Bereidien zu erwarten, in denendie beiden
Sdwelle . und . , weit auseinanderiegen.

Ein sehrwichtiger Tatbestandist, dassdie bei dieserBerethnungs\wrsdirift zugrundege-
legte Dispersionsrelationder linearen Amplitudengleichung (3.5) ein bzgl. der Wellenzahl
k nur quadratisches Polynom darstellt. Dies bedingt, dassmit dieserMethode hedhstens
ein Sattelpunkt existieren kann. Fer die Existenz einesweiteren, also zweiten Sattels ist
mindestensein Polynom dritten Grades erforderlich. Dies wird im Folgendennoch von
ertscheidenderBedeutungsein.

Eine andere und exaktere Meglichkeit bestehlt in der numerishen Berehinung der Di-
spersionsrelation (Q) ausden vollen linearisierten Navier-Stokes Gleichungenmittels der
Lesbarleitsbedingung (2.33). Hierzu meissenaber aud die Wadstumssawelle, savie die
Sattelpunktsbedingung (4.6) auf numerisciem Wegebestimmt werden. Unter Zuhilfenah-
me der Caudhy-Riemann-Gleitungen ergibt sich aus:

Re[ (Q)lj .. = O (4.18)
Q) _ @Q _ @
Ks c a ) & Qs; ¢ a @& Qs; ¢ a (4-19)

Somitreduziertsich dasProblemauf ein Nullstellenproblem,beidemdie Nullstelle (ks; Ks; ¢ a)

der Funktion 0 1 0 1
(Q) 1
F(kK; )=@CQ A-@ @A (Q) (4.20)
@(Q) %

@& &
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zu ermitteln ist. Numerisd kann dies z.B. mittels Newton-Raphson-\érfahren [Anhang]
durchgekihrt werden. Interessan ist hierbei (vgl. 4.18-4.20),dassder auf der (k;K;R3)
Flache gesubte Sattelpunkt audch gleichzeitig einen Sattelpunkt auf der ( (k;K) = 0)-
Iso adhe darstellt (vgl. (4.20)).

Im Gegensatzzum ersten Verfahren besitzendie hier bestimmen Sdwellen ihre Geiltig-
keit auch noch au erhalb desBereithhesk k. und ' .. Diesergestiegene&Komfort an
Genauigleit uber einengre eren Bereid wird jedoch durch einendeutlich heherenReden-
aufwand erkauft. Im Gegensatzur Beretinung der Sdwelle mittels der Dispersionsrelation
I (k) kennenhiermit aber auch mehrereSattelpunkte ermittelt werden.

4.4 W achstumssc hwellen von L2-SPI Strukturen

Mittels der numerisdhen Verfahrendesvorangegangenebsdnitts soll nun dasVerhalten
von L2-SPIl im BezugNachdem in Abscnitt 3.1.4 geseheneVerhalten der linearen Ko-
e zien ten in Abhangigkeit von Re, insbesondereder dabei aufgetretenenSprenge (Abb.
3.10-3.14),lat sich bereits hier vermuten, dassdie Variante 1 weitere Probleme mit sich
fuhrt. Desweiteren werden die vollen Linearen Gleichungen (2.22) zur Lesung herange-
zogen,da dieseaudh entfernt vom Einsatzpunkt ihre Gelltigkeit besitzen.Wie zuvor be-
scthrieben erhalt man als Resultat diesertberlegungzunadhst den komplexenSattelpunkt
Qs = ks iK s und darausnun die gesutite Wadhstumsstwelle . 5. Wie sich noch zeigen
wird, ist esgeradedieserSattel im Fall von L2-SPI, der ertscheidendvon den Parametern
'R, und Re beeinut wird.

Die soerhaltenenreduzierten Stabilit atsgrenzen , (x =°c®oder®© a9 sind in denfol-
gendenAbb. 4.4- 4.7fuar = 0:7und0 Re 20,saviefur = 0:5und 20 Re 20,
jeweils fur untersdiedliche R, dargestellt. Zum bessererVergleid der versdhiedenenKur-
ven wurden dieseauf die kritischen Werte Ri.(Re = 0) bei versdqwindendem Durch uss
normiert. Zu sehensind der Reihenfolgenadh (von unten nach oben) die Scdwelle zwi-
sthen absolutstabilem Veralten und konvektiverInstabilitat .(Re) (schwarz) , savie der
Ubergangvon konvektiverzu absoluterinstabilitat . ,(Re). Fur letzteren Fall sind sovohl
die Ergebnissebzgl. der GLN (rot), als audh ausden vollen Linearen Gleichungen (gren)
eingetragen.Die gewonnenenSdwellenfur = 0:7 dienensowvohl zur Kontrolle desCodes,
alsaud als ReferenzenWie sich namlich zeigenwird, fehrt unter Anderemeine Abnahme
desRadierverhaltnisseshin zu = 0:5, zu einem bis dahin nicht beobadtetes Verhalten
der Wadhstumsstiwellen . ,(Re). Es treten gestilossenekurven auf.

In Abbildung 4.4 wurden die untersdiedlichen Bereidhe im Fall R, = 0 noch einmal
explizitmarkiert. Unterhalb der Stabilitatskurve (Re) (schwarz) ist der Grundzustand
absolutstabil. Dareberist erim Bereidh < < . 5 konvektiv instabil, oberhalb . ,(Re)
(rot, gren) ist das Systemabsolut instabil.
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Abbildung 4.4:L2-SPI: Wachstumsstiwellen ;(Re) und . ,(Re) als Funktion
von Re. rot: Ginzbuig-Landau-Naherung grein: lineare Gleichungen = 0:7.
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Betrachtet mandie Abb. 4.4-4.7,sofallt zum einenauf, dasssich die Stabilit atsstwel-
len (Re); . a(Re) bei gleihem R, und Verkleinerungvon = 0:7 nach = 0:5 doch
deutlich nadh unten, alsozukleineren Werten und somit naheran die kritischen Werte ver-
scieben. Soliegenz.B. die Sthwellenwverte beiR, = 50bei = 0:7 fur absoluteStabilit at
bei (Re= 20) 0:0lund . s(Re= 20) 09(GLN) 1.5(NSE), gegember ert-
spretiendenWerten (Re = 20) 0:22und . o(Re=20) 02(GLN) 1.3(NSE)
bei = 0:5.Dieszeigtauc gleich eineweitere Au alligkeit, dassdie Sthwelle . bei = 0.5
fur Re > 0 doch redht deutlich zu negativen Werten hin versdioben wird.

Eine weitere starke Abhangigkeit mit dem Radienverhaltnis zeigt das jeweils verwende-
te Verfahren zur Beretinug des konvektiv-instabilen ®bergangs.Wahrend fur den Fall

= 0:7 die unterschiedlichen Lesungennoch einigerma en ebereinstimmen, so kommt
esbei = 0:5 doch zu sehrdrastisthen Unterschieden, die sich mit Abnahme der Ge-
genrotation R, zunehmendverstarken. Am ersiditlichsten ist diesin Abb. 4.6 bei den
beiden GegenrotationszahlenR, = 0 und R, = 50. Hier stellt die anhand der linearen
GleichungengewonneneLeosung . a(Re) fur R, = 0 einegeschlossene Kurv e dar. Hier-
auf wird in den folgenden Abschnitten 4.5 und 4.6 im Einzelnen noch ausklihrlich ein-
gegangenwerden. Noch extremer ist der Unterschied sogarbei R, = 50, da bei diesem
Parametersatzaus den vollen linearen Gleichungen keine Lesungzu ermitteln war. Dies
bedeutet, dasssich das System demzufolge,nach Bbersdireitung der konvektiven Stabi-
lit atssdwelle, permanen im konvektiv-instabilen Zustand be ndet. Es sdheint als seidie
Ginzburg Landau Naherung in diesemBereih ungeeigneteine Aussagesber die Sta-
bilit atssdwellen . ;(Re)zu tre en.
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Abbildung 4.6: M = 2 SPIl: Wadstumssbwellen (Re) und . ;(Re) als
Funktion von Re. rot: Ginzburg-Landau-Naherung grein: lineare Gleichungen

= 0:5; Man beadte besonderdlie Graphenzu R, = 0 und R, = 50, in denen
die Losung . a(Re) der linearen Gleichung eine gestlosseneKurv e darstellt,
bzw. eberhaupt nicht existiert. Diesliegt in der aus Abscnitt 3.2, Abb. 3.18
bereitst bekannten Aufspaltung der marginalenKurven.
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Der in Abb. 4.6 fur R, = 0 und Re 6 gut zu erkennendeSprung in der kon-
vektiven Stabilitatsstwelle (Re), sowie die mittels GLN gewonnenekonvektiv-instabile
Stabilitatsstwelle . ,(Re) ist unmittelbar auf die aus Abschnitt 3.2, Abb. 3.18bereits
bekannten Aufspaltung der marginalen Kurven zureickzufehren. Denn abhangig vom Auf-
treten von 'Inseln’, innerhalb derer einige Moden wadstums#hig sind, werdenversdidene
Sattel an verstiedenenmarginalen Kurven ermittelt. Fer den Fall, dasseine Insel vor-
handenist, handelt essich hierbei um Sattel bei Wellenzahlen3:4 k  3:7. Liegt der
'‘Berg’ jedoch unterhalb der = 0 Ebene,sodasseine Insel mit wachstumsmhigen Moden
auftritt, erfolgt die Sattelpunktsanalyseferr deutlich gre ere Wellenzahlen4:5 k 5:5.

_l1lf|||l! IIII[IIII
- —_— B 4
0.8 e —— €&_ GLapprox |
g _ lineqn.
i Abbildung  4.7: L2-SPI:
/’3 Wadhstumsstiwellen  .(Re)
w F i und . a(Re) als Funktion
— /A von Re. rot: Ginzbumg-
i L]
B i Landau-Neherung grein:
i ¢ 1 lineare Gleichungen = 0:5.
- // -
0 == —
[ R,=150 ]
0.2 v | L |
-20 10 0 10 20

Um diesemneugefundene/erhaltender konvektiv-instabilen Stabilit atsdwelle bei Verande-
rung von nochmalsgesondertdarzustellen,sind diesein Abb. 4.8im Bereihh 5 Re
10 einandergegemibergestellt und untersciedliche Stabilit atsbereide mittels Farben ko-
diert. Wahrend im rechten Graphen ( = 0:7) die gewohnte Reihenfolgeder Stabilit ats-
grenzenbzgl. TVF und 1-SPI, von absolut (1) mber konvektiv-instabil (2) hin zu absolut
instabil (3) lautet, soerkent manim linken Graph ( = 0:5) einenBereid, abhangigvon
Re, fur dendiesessonicht mehr gilt. Hier kehrt dasSystembei Durch essen 5 Re 2
erneut von absolut instabilen zu konvektiv-intabilen Verhalten zureck. Die konvektiv in-
stabile Region(2) ist somit zweigeteilt, in einenBereid (2a), in dem das Systemdurchweg
in diesemZustand verharrt und nie zu absoluter Instabilit at gelangt (Zumindest in dem
hier untersudten uberkritischen Bereich bis = 7). Weiterhin gibt esaber audh Gebiete
(2b), in dem nun das Systemnad absoluter Instabilit at (3) in einen konvektiv instabilen
Zustand zuruckkehrt und dann in diesemverbleibt.

Die in den Abb. 4.4-4.7 dargestellten Stabilitatsstwellen (Re) und . .(Re) der
GLN wurden weiterhin mittels einesPolynoms 6-ten Grades

«(Re) = ag+ ayRe+ a,Re? + agRe® + a4Re* + asRe’® + agRe®
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Abbildung 4.8:L2-SPI: Vergleithh der Wachstumsstiwellen ((Re) und . a(Re)
als Funktion von Re mit den untersciedlichen Stabilit atsbereiden: 1: absolut
stabil, 2: konvektiv-instabil, 3: absolutinstabil; links: = 0:5, rechts: = 0:7

(x =°Coderx =°c a9, fur die untersdiedlichen R,, ange ttet und die Ergebnissen den
Tabellen4.2und 4.3fur die beidenRadienverhaltnisse = 0:7, sawie = 0:5zusammenge-
stellt. Bei letzterem Radierverhaltnis seinochmalsausdricklich auf den Geulltigk eitsbereich
der ermittelten Fitparameter verwiesen.Diesererstredkt sich, von positiven Re kommend
bis hin zu der in denlinearen Koe zien ten aufgetretenenSprungstellein Abb. 3.10-3.14.



4.4. WACHSTUMSSCHWELLEN VON L2-SPI STRUKTUREN

«(Re) = ag+ a;Re+ a,Re? + azRe® + a,Re* + abRe® + abRe®
R, 50 0 -50 -100 -150
a, 10 1.382 -25.9122 -0.6868 -3.7610 -4.6105
a, 10° -0.8379 -3.3531 -6.7119 -5.7655 -4.1631
a
as

100 1.7962 3.4200 2.9160 2.0603 1.5659

10" -3.3833 -7.0225 -6.8819 -5.8528 -7.3701
a, 10° -0.6052 -5.1373 -1.1455 -0.6672 -0.8477
as 10° 0.4256 6.5823 -0.1910 0.9055 3.1572
as 108 -0.2276 4.5777 18.303 -3.0283 -29.52832

¢ a(Re) = ap + a;Re+ a,Re? + azRe® + a4Re* + abRe® + abRe®
R, 50 0 -50 -100 -150

10° 0.3522 163.202 2.7783 5.8696 8.95207

10° -1.3038 47.9965 -3.1695 -1.4909 4.7055

10° 3.9221 -6.0136 3.8404 5.2404 3.9482

10* -3.6183 1.6845 -2.2988 -5.5690 -2.12439

10° 3.1485 -1.5608 2.1941 5.8813 2.1115

10° -1.3901 6.6202 -1.08365 -2.9317 -1.1167

10® 2.3065 -10.6608 1.9224 5.2839 2.1338

SHLLIPLE

Tabelle 4.2: Fitparameter der beiden Instabilit atssthwellen (Re) und
¢ a(Re), gewonnen aus der GLN , bzgl. m = 2 Mode einer L2-SPI fur un-
terschiedliche R,; = 0:7. Die entsprechenden Werte der R2-SPI lassensich
mit der zugelerigen Symmetrietabelle (3.2) wie bereits bei den'geraden’linea-
ren Koe zien ten geseherermitteln.

81
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«(Re) = ag + a;Re+ a,Re? + azRe® + a,Re* + asRe® + agRe®
R> -150 -100 -50 0 50
a; 10° -0.1013 -0.9503 -2.1909 -8.0625 -307.269
a; 10 -1.2001 -1.6640 -2.3561 -2.5289 -3.6980
a, 10 4.1686 6.1550 10.2397 11.4977 -7.2401
a; 10° -0.9032 -1.6718 -38182 -5.2166 29.6214
ay
as
ds

10° -0.1760 0.4580 1.4135 2.4703 -18.7740
10° -0.2981 -0.9713 -3.5883 -7.4367 47.8835
10 0.2939 1.0291 4.1729 9.6165 -40.1943

¢ a(Re) = ap + a;Re+ a,R€e? + azRe® + a,Re* + asRe® + agRe®
R, -150 -100 -50 0 50

10° 13.6188 9.5354 5.1755 1.9139 10.5681

10 -0.4776 -1.0105 -2.0386 -2.4082 -3.6393

10° 1.4125 1.1802 1.8671 1.6254 1.2024

10° 5.8979 9.4144 -5.1743 -2.1761 -2.9271

10° -4.6142 -7.7908 4.9962 0.9005 8.7224

10° 1.9114 2.9308 -2.6856 -0.4139 -5.8610

10° -3.3873 -4.7621 4.8035 0.5125 11.4424

FLIPLLE

Tabelle 4.3: Fitparameter der beiden Instabilit atssthwellen (Re) und

¢ a(Re), gewonnen aus der GLN, bzgl. m = 2 Mode einer L2-SPI fur un-
terschiedliche R,; = 0:5. Die entsprechenden Werte der R2-SPI lassensich
mit der zugehorigen Symmetrietabelle (3.2) wie bereits bei den 'geraden’ li-
nearenKoe zien ten geseherermitteln. Die Gultigkeit dieserFitparameter gilt
nur, von positiven Durch ussenRe kommend, bis zu der jeweils sichtbaren
Sprungstellein den linearen Koe zien ten (vgl. Abb. 3.10-3.14).
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4.5 Parameterabh angigk eit der Wachstumssc hwellen

Wie im vorherigenAbsdnitt bereits geseherzeigendie Wadchstumsstwellen u.a. einestar-
ke Variation bzgl. desRadierverhaltnisses .

konvektiv-absolute Instabilitaetsschwellen
m=2, ngo

Abbildung 4.9: Konvektiv-instabile Stabilitatssdwellen . ,(Re) einer L2-SPI
als Funktion von Re bei Variation von ; Kontrollparameter: R, = 0

Neben dieserkonnten noch weitere Ein esse,z.B. durch R, und Re festgestelltwerden.
Diesesollennun im einzelnennaher untersudit werden.Hierzu will ich mich auf die Lesun-
gen,die ausdenvollen linearen Gleichungengewonnenwurden besdiranken, da dieseihre
Geulltigkeit audh fernab der kritischen Werte beibehalten. Wie in Abb. 4.6 geseherversagt
die Ginzburg-Landau-Naherungim Fall der L2-SPI, bei gewissenParameter#tzen, o en-
sidhlich versagt.Die Ergebnissebzgl. und R, Variation sind in den Abb. 4.9und 4.10zu
sehen.In diesenstellendie konvektiv-instabilenSdwellen, wie sdhon in Abb. 4.6 zu erken-
nenwar, zum Teil geschlossene Kurv en bzgl. Reund . , der kritischen Werte R, dar.
Diesbedeutet,dassessic in einigenFallen bei den absolut instabilen- um eingeshlossene
Regionenhandelt. Der nun FolgendenTeil sich zuerst auf eben geradediesegestlossenen
Kurven der Losungbestiranken. Zur genauerenBetrachtung und Erklarung der Aufspal-
tung dieserKurven (Abb. 4.10)und vorallem die Aussagekraftder oberenSdwelle seian
dieser Stelle auf den folgendenAbsahnitt 4.6 verwiesen.Dort soll diesedoch sehr 'kurio-
se' Aufspaltung in zwei Lesungenanhand der zugelorigen Sattelpunkt genauuntersudt
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werden. Aus Abb. 4.9 geh hervor, dasssich mit Abnahmevon aud der Re Bereid, in
dem diesegesbtlossenerKurven liegen,verkleinert. Soreicht er z.B. bei = 0:54 noch von

17 Re 15,wahrendersich bei = 0:5geradenochvon 6 Re 3erstrekt. Wei-
tere Redhnungen zu noch kleineren ergaken ein velliges Versdwinden der gestilossenen
Kurven und demzufolgedes Bereiches absoluter Instabilit at, wie bereits in Abb. 4.6 fur
R, = 50 gesehen.

konvektiv-absolute Instabilitaetsschwellen
m=2,h=0.5

Abbildung 4.10:Konvektiv-instabile Stabilit atsstwellen . ;(Re) einerL2-SPI
als Funktion von Re bei Variation von R,; = 0.5

Interessarer als die Re Abhangigkeit ist jedoch die ebenfalls mit der Abnahme von
verknepfte Verminderungder Uberkritischen Werte, bei der das Systemdie konvektiv-
instabile Sctwelle zum zweiten Mal durchbricht, nun aber in umgelehrter Richtung, d.h

von absolut zu konvektiv-instabil. So z.B. liegt dieserWert (far Re = 0) bei = 0:54
(magerta) etwa bei . , 4.1 wassoviel heit, alsdassman sidh  410%,also sehrweit
eiberkritisch be ndet. Ganz anderssielt esbei = 0:5 (cyan) aus: Hier be ndet man sich

mit einemWert von . 5, 0:4 lediglich  40% oberhalb deskritischen Wertes. Mit zu-
nehmendem sdieint das Gebiet mit absoluter Instabilit at zunehmendgre er und aud
komplizierter zu werden. Es hat den Anscdhein, als weirden die Rander mit wachsendem

weiter ‘ausfransen'.Analog zur Abhangigkeit von ist die Regionabsoluteter Instabilit at
auch mit der RotationszahlR, desau eren Zylinders verkneipft, wie in Abb. 4.10zu sehen.
Eine betragsna ige Abnahme von R, hat hierbei die gleidhe Konsequenz,wie die zuvor
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bestiriebene Anderung der gestilossenerBereiche bei Verkleinerungvon . Auch hier ist
zu erkennen,dassfur R, > 0 die Regionenvellig vershwinden, was bereits aus Abb. 4.6
fur den Fall R, = 50 (hier existierte keine Schwelle . , bzgl. der linearisierten NSE) be-
kannt ist. Ebensoist die Abnahme der uberkritischen Werte, bei denendas Systemin den
konvektiv-instabilen Bereidh zureckkehrt, bei entspredhender Minderung von R, feststell-
bar. Diesevollzieht sich jedoch bei R,-Anderung weit weniger sdnell, als bei der zuvor
bestiriebenen -Variation. Soz.B. liegt die obere Grenzedesabsolut instabilen Bereides
bei R, = 40fur Re = 0 bei etwa 120% (magena) oberhalb der kritischen Werte, wobei
man sich im Fall R, = 0 gerademal 65% (orange) mberkritisch be ndet.

Um einenbessererGesanteindruck, derin denbeidenAbb. 4.6und 4.10gesehene\nde-
rung der Stabilitatsstwellenbzgl. und R, Variation, zu gewinnensindin Abb. 4.11quali-
tativ beideParametemnderungernzusammengestelltHierzusindin der( . ,; Re) Ebenedie
Sdwellen ((Re; )jr,=0 beiversdiedenen (blau) aufgetragenund dareberin z-Richtung
die sich fur untersdiedliche GegenrotationenR, ergelenden Sdwellen (Re;R3)j =5,
dargestellt.

Bifurkationsschwellen

/
-1
Py P ]
A7 et |5 Abbildung 4.11:
AL Konvektiv-instabile
50 L R [ Stabilt atssdwell
P - abilitatsstwellen
] 22 [ ¢ a(Re;Ry; ) einer L2-
P ;/’57 = [ SPI, bei Variation von
R, |} | A o N (blau) und R, (rot)
paiEy : e | T fur = 0:5; = 0:5:07,
] Ny Re = 20::20,
R, = 50:0
20 2.5
10 0 Srfa
Re 10 550

Gut zu erkennenist der sich, mit zunehmenderGegenrotation,tubusartig aufweitende
'Schlauch’ fur = 0:5 (vgl. auch Abb. 4.28).

Weitere interessarte Abhangigkeiten im Bezugauf die vershiedenenStabilit atsstwel-
len ergelensidc bei Auftragung diesergegenR, fer unterschiedliche Rewiein Abb. 4.12zu
sehen.Zum besserervVergleid der untersdiedlichen Kurven wurden diesein Analogie zu
den vorherigen Abbildungen skaliert. Hier allerdings auf die kritischen Werte fur R, = 0,
dh. " 4 = % 1. Deutlich zu erkennenist ein zumeist einsetig gestilossener
Bereidh (fur gfo es R;), innerhalb dessendas Systemim Parameterbereich der absolu-
ten Instabilit at liegt. Anders als bei den zuvor betrachteten Abhangigkeit (Abb. 4.9 und
4.10) handelt essich nun nicht um komplett gestilosseneBereide, in denendas System
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konvektiv-absolute Instabilitaetsschwellen
m=2, n=0.5
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Abbildung 4.12:Konvektiv-instabile Stabilitatssthwellen”, ,(R») einerL2-SPI
als Funktion von R, bei Variation von Re; = 0:5; gre ter Wert R, = 23 wird
fur Durch uss Re= 2 erreidt.

absolut instabil ist, sondernvielmehr wird dieser Stabilit atsbereidch mit Zunahmevon R,
zunehmendabgesbneirt, bis er letztendlich ganz vershwindet, so dasser insgesarh einer
'Zunge' ahnelt. (vgl. auch Abb. 4.28). Far Re = 10 (rote Kurve) stellt dieserabsolut
instabile Bereidh noch ein relativ dennesBand dar. Mit Zunahmevon Re versdiebt sich
diesesinsgesarh nach oben, d.h. zu weiter mberkritischen Werten hin. Gleichzeitig kommt
es aber audh zu einer Aufweitung des Bereidhes. Hierbei ist ein starker Zusammenhang
mit R, festzuhalten.Wahrend sich der Bereith fur kleine R, weiter vergre ert, sobewegt
sich die Zungenspitzezunadst zu gre eren R;, bis sie sdlie lich fur Re = 2 ihr Maxi-
mum erreicht, um sich darauf hin, bei weiter steigendemRe, erneut zu kleineren R, zu
verstieben. Weitere Erhehung desDurch ussesfehrt zu weiterer Reckbildung der Zunge
bis essdlie lic h zu einemUmsdlagender oberen Stabilit atssdwelle kommnt. Dies bedeu-
tet, dassdas Systemfur Re > 8 im Bereidh absoluter Instabilit at verbleibt, nachdem die
Stabilit atschwelle einmal mbersdiritten ist. In diesemBereid liegt die von TVF und 1-SPI
gewohnte Abfolge der Stabilit atssdwellen vor. Wie schon ausAbb. 4.9und 4.10bekanrt,
existierenaud hier Bereidhe, in denendas Systemsdeinbar im konvektiv instabilen Zu-
stand verharrt (fur alle Redinungengilt: < 7). Bei diesenParameterstzenbe ndet man
sich bei ertsprechendemRe rechts der ausgebildetenZunge (so mussz.B. bei Re = 0 fur
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R, > 15 gelten).

4.6 Sattel achen und Sattelpunkte
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Abbildung 4.13: L2-SPI; links: Sattel achen der beiden gre ten Eigenwerte
(gre ter EW: orange;zweitgre ter EW: blau) inklusive = 0 Isolinien (blau,
sthwarz) sowie Sdnittlinien der beiden Sattel achen (rot); redits: Projektion
dieserLinien in die (k;K) Ebene: =0; = 05,R,=0,Re= 158

Um einen Einblick auf das numeriste Verhalten der Stabilitatsshwellen . ,(Re) zu ge-
winnen, wird im Folgendenbei festem = 0:5 zuerst der Bereidh untersudit, indem die
Sdwelle zunachst mit zunehmendenDurch uss (0 Re  1:58) und daraufhin bei abneh-
mendemRe < 1:.58 anwadst (vgl. Abb. 4.9und 4.10). Geradebei diesemWedselvon der
Zu- zur Abnahme desDurch ussesstellt sich die Frage, wie sich der gesubte Sattelpunkt
in der komplexen Ebene verhalt, bzw. warum dieserfur gre ere Durch msseRe > 1:58
ansdeinendgar nicht mehr existendist. Hierzu sind in der Abb. 4.13die Sattel achender
beidengre ten Eigenwerte (gre ter Eigenwert:= orange,2. gre ter Eigenwert:=blau) zu
sehenbeigre t meglichem positiven Durch uss Re = 1:58, fur denbei gegelenemR, = 0,
geradenoch ein Sattelpunkt durch den Code geliefert wird. Desweiteren wurden sowohl
die = O-Isolinien (blau, sdhwarz), als audh die Scnittlinie der beiden Eigenvert aden
(rot) mit aufgenommenund rediten Bild in die (k; K) Ebene projiziert. Der rote Punkt
stellt in beidenFallen den Sattelpunkt Qs dar.
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Abbildung 4.14: L2-SPI; links: Falsthfarbenplot der Sattel ache des gre ten
Eigenwerts inklusive Sattelpunkt Qs auf der = 0-lIso ache.Bereihe l: > O;
2. < 0;redits: Projektion der = 0 Isolinie aus 4.14 auf die (k; K) Ebene:
Bereidhe 1 (orange): > 0; 2 (blau): < 0; =05, R, =0,Re= 158

Au allend ist das Durchdringen der Sattel achen der beiden gre ten Eigernwerte, ein
Phanomen,dassin ahnlicher Weiseaber bereits bei 1-SPIl in der Arbeit [32] beobabtet
wurde und das an dieser Stelle nur von untergeordneterBedeutungist. Im Folgendensoll
es speziell um den Sattelpunkt Qs gehenund dieserist relativ weit von den Werten bei
Durchdringen der beiden Fladchen ertfernt. In Abb. 4.14ist dieserenscheidendeBereith
desgre ten Eigenwertesin der Nahe des Sattel nochmals seperat im Falsdhfarbendarstel-
lung zu sehen.Gut zu erkennensind die beidenSektoren,getrenrt durch die = 0-Isolinie
(blau), in denen > 0 (1) oder < 0 (2) ist. Der eingezeibnete rote Punkt symbolosiert
den Sattelpunkt Qs bei diesemParametersatz(auf der = 0-Linie). Desweiteren zeigt
Abb. 4.14 (links) die Projektion der = O-Isolinie inkl. des Sattelpunkts Qs, sowie die
verstiedenenWertebereihhe > 0 (orange)und < 0 (blau) zu sehen.Um aud noch die
anderen,aus 4.1 bekannten, notwendigen Sattelpunktsbedingungen(vgl. (4.18)) zu eber-
prefenwurden jeweils Sthnitt achenin der( ;k) und ( ; K) Ebene,durch den Sattelpunkt
Qs gelegtund in Abb. 4.15dargestellt. Um zu veri zieren, dassdie gefordertenBedingun-
gennur beim gre ten Eigernwert (rot) erfellt werden,sind die erntsprechendenKurven aud
fur den nadist-, zweitgre ten Eigenwert (schwarz), mit in die Abbildung aufgenommen.
Interessaterweise,wenn auch ohne weitere Bedeutung, stimmen die zweiten Ableitungen
von nacd k bzw. K (untere beidenBilder in Abb. 4.15)an der Stelle des Sattelpunktes
im Fall desgre ten und zweitgre ten Eigenwertes uberein.
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Abbildung 4.15:L2-SPI; Uberprufung der Sattelpunktsbedingungenaus 4.14,
Sattelpunkt: Qs = 3:77619456 i 1:26349068ro0t: gre ter Eigenwert; sdhwarz:
zweitgre ter Eigernwert; = 0.5, R, = 0, Re= 1:58

Nachdem dieserals letztes, bei Re = 1:58, vom Code gelieferteSattel veri ziert wurde,
ist der Durch uss nur minimal auf Re = 1:59 erheht und erneutdie zugelerige Sattel ace
beredinet worden (Abb. 4.16). Bei diesemneuenParametersatzliefert der Code keinen
Sattelpunkt mehr, der alle Bedingungen(4.18) erfellt. In Abb. 4.16ist sofort zu erkennen,
dassder vom Code ausgegebne Sattelpunkt nicht mehr auf der = 0-Isolinie zu liegen
kommt und demzufolgeeine der an ihn gestellten Voraussetzungenverletzt. Die wbrigen
Sattelpunktsbedingungen(4.19) wurden ebenfallseberpreft, um zu veri zieren, dassessich
hierbei wirklich um einen Sattelpunkt handelt. Analog zu Abb. 4.14sind auch die = 0-
Isolinie und die vershiedenenWertebereihhe > 0bzw. < 0in der Abb. 4.16zu sehen.
Gut zu erkennenist die nun nicht mehr gestilossene = 0-Isolinie (blau) und der gerade
in dieser Lucke zu liegen kommende Sattelpunkt Qs. Dieser liegt im hier prasettierten

Fall bei einem positven . Fur Re > Rey = 1:58 (bei = 0:5) wadst der Sattelpunkt
eber die = 0 Ebene hinaus, so dasseine der an ihn gestellten Bedingugnen'verletzt'
wird. Aufgrund der Tatsade, dassder Sattelpunkt nun nicht mehr in der = 0-Ebene

liegt, kann der Code keine Losungfer die konvektiv-instabilen Stabilitatsstwelle liefern,
denndie nad (4.18) notwendige Sattelpunktsbedingungist nun nicht mehr vollstandig zu
erfellen.
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Abbildung 4.16:L2-SPI: links: Falsdhfarbenplot der Sattel adche desgre ten Ei-
gernwerts inklusive Sattelpunkt Qs; dieserbe ndet sich nun deutlich erkenrbar
oberhalb der = 0-lso ache. Bereidhhe 1: > 0; 2. < 0; rechts: Projektion
der = Olsolinie aus 4.16auf die (k; K) Ebene:Bereithe 1 (orange): > 0; 2
(blau): < O; Kontrollparameter: m= 2, = 0:5, R, = 0, Re= 1.59

Bis hierher lat sich als Ergebnis der Betrachtung der Stabilitatssdwellen und der
hierzu notwendigenErmittlung von Sattelpunkten festhalten, dassesbei gegelenemPara-
metersatzund Zunahmevon Re eineArt kritischenDurch uss gibt, sodassder Sattelpunkt
fur noch gre ere Re zwar weiter existiert, aber eiber die = 0-Ebene hinauswadst. Dies
hat eine Verletzungeinerderin (4.18) und (4.20) an ihn gestelltenBedinungen zur Folge,
wonad in diesemBereidh Re > Rey keineLosungmehr fer die Scwelle zwisthen konvekti-
ver und absoluter Instabilit at existiert. Das Systemverbleibt bei soldhen Parameterstzen
im Zustand konvektiver Instabilit &t (zumindest fur die hier untersuditen eberkritischen
Bereidh bis = 7). Weiterhin konnte festgestellt werden, dassdie GLN im Bezug auf
L2-SPI, bei gewissenParameteratzen (z.B. = 0:5, R, = 0) keine Aussagekraftmehr
besitzt und sdlie lic h sogarvollkommenversagt( = 0:5, R, = 50, hier liefert die GLN
eine Lesungder Stwelle . ,, obwohl nadh den vollen linearen Gleichungen keine solde
existiert.).
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4.7 Verlauf der Sattelpunkte in der komplexen (k;K)

Ebene
h =0.5..0.7 h =0.5..0.7

500 : 20 |

400 - 10

300 | Re 0]

200 | —10 |

100 _20] A s
7 - 24 2
K & gy o 28

Abbildung 4.17:L2-SPI; Ver-
lauf der, zur Ermittlung der
konvektiv-instabilen Wadhs-
tumssdwellen Ry o not-
wendigen,Sattelpunkte Qg in
der komplexen(k;K) Ebene
fur unterschiedliche ; Kon-
trollparameter: R, = 0; Es
handelt sich hierbei um die
Sattelpunkte bei denen die
konvektiv-instabile Sdwelle
zum 1. Mal wbersdritten
wird.

In Abb. 4.17 ist die Bewegungder Sattelpunkte, welche zur Bestimmug der konvektiv-
instabilen Stabilitatssdwelle (Abb. 4.9) ermittelt wurden, bei unterschiedlichen wuber
der komplexen(k; K) Ebenefur vershiedeneR; und Re aufgetragen.Dabei bes&iranken
sich dieseauf den unteren Teil der Losungenaus Abb. 4.9. Die blau eingekreistenWerte
ertsprechen den bei jeweiligem zugelerigen Satteln ohne Durch uss (Re = 0). Wie zu
erkennen bewegensich diesemit zunehmendem0:5 0:7 in der komplexen Ebene
sonvohl zu kleinerenk , als aud kleinerenK  Werten hin. Im Grenzfall im ! 1 wird
k zunehmendkleiner und K versdwindet sdilie lich vellig. Wie in Abb. 4.17 (oben)
zu sehen,fehren die Sattelpunkte bzgl. der beiden Parameter R; und Re keine einfacde
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Bewegungaus. Dieswird aud deutlich in der Projektion auf die (k; K) Ebene(Abb. 4.17,
links unten). Bei = 0:5 fuhrt ein betragsna ig wachsendesRe zu einer Versdiebung der
Sattelpunkte hin zu kleinerenk-Werten. Weiterhin wadhst K bei Re > 0, wahrenddisesfur
Re < 0 zunadhst kleiner wird, um aber sdlie lic h erneut anzuvadchsen.Dies gilt qualitativ
aud fur die weiterenbetrachteten = 0:51::0:54.Generellgilt fur alle = 0:5::0:7: Positive
Durch msseRe > 0 verstieben den Sattelpunkt Qs hin zu kleinerenk und gre eren K
Werten. Ab = 0:53 (tan) zeigt sich durch noch starkeresRe < 0 erstmals ein neues
Verhalten: Hier wird der zugetorigen Sattelpunkt ab Re = 101 zu gre eren k Werten
hin versdoben, und far Re< 131 die k Werte erneut abmindert. Fur = 0:54 (sienna)
ist dieser E ekt noch starker ausgebildet, bis dieser erneut in abgevandelter Form bei
= 0:55 (coral) auftritt. Nun Fallen die k Werte der Sattel fur Re < 0 erstmals nicht
erneut zu kleineren Werten hin ab, sondern wadsen fortlaufend an. Zudem fallen nun
ersmalsauc die K Werte mit Verkleinerundvon Re < 0 nicht weiter ab, sondernwadcsen
ab Re= 117 leicht an. Auch fur = 0:6 (braun) wadcsendie Realteilefur Re< 16:8
an, wahrend die Imaginarteile nun aber audh uber diesesRe hinweg weiter abfallen. Der
Umkehrpunkt liegt dabei geradeam unteren Ende deshier betrachteten Bereids bei Re =
20.Daszuvor bei = 0:55noch gut erkenrbare, kurzzeitige Wadhstum tritt hierbei nicht
mehr in Erscheinung. Analog verhalten sich die Werte fur = 0:65;0:7 (khaki,rot), der
Umkehrpunkt liegt hier jedoch schon au erhalb desuntersuciten Parameter.

4.8 Existenz mehrerer Sattel

Nadchdem in Absdnitt 4.6 geklart wurde, warum bei gewissenParameter@tzen keine
konvektiv-instabile Stabilitatssdwelle mehr existiert,soll nundas Problem untersudit wer-

den, dassesebensoParameterkereide gibt, fer die einezweite Losungexistiert (z.B. Abb.

4.10).Um diesea'Mehrdeutigkeit' in der LesungdieserStabilit atssdwelle zu untersucen,

seienim Folgenden,wenn nicht ausdricklich erwehnt die folgendenParameter fur eine
L2-SPI zugrundegelegtR, = 40, = 0:5.In Abb. 4.18ist ein entsprechender Auszug
des Stabilitatsdiagrammsbei diesenParametern zu sehen.Desweiteren sind darin noch

die beiden von nun an betrachteten Durch msseRe = 11:83, sowvie Re = 0 besonders
kenrtlich gemadit und die zugelerigen Lesungender Scwelle bei diesenRe mit Ziern 1

bis 4 versehenauf die im weiteren Bezuggenommenwird.

Die zu denin Abb. 4.18 gehorenden Sattelpunkte der Lesungensind explizit in den
beidenAbb. 4.19fur denFallRe= 11:83und Abb. 4.23a,bfer Re = 0 zusammengestellt.
Betrachtet man sich die beidenin Abb. 4.19, zu den Lesungenl und 2 geherigen Sattel,
soist der Unterschied dieserganz o ensichtlich.
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Abbildung 4.18: L2-SPI:
Auszug aus dem Stabi-
litatdiagramm Abb.  4.10
mit markierten Lesungen 1
bis 4 fur Re = 11:83 und
Re=0; =05 R,= 40

11:83der Lesungen
1 (links, R1 = 228636121)und 2 (rechts, R1 = 229656211)aus Abb. 4.18;
= 05,R,= 40
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Bei 1 handelt essich um einenSattel Qg1y = ksu) + IK 51y bzgl. desserksiy = Kmax €N
lokalesMaximum und demzufolgeK 1y = Kyin €in lokalesMinimum besitzt. Soverhalt es
sich bei demzu einemheherenR; geherigenSattel Qs) = kso) + IK 52y geradeumgelehrt;
d.h. Ksz) = kmax und Kg) = Knin . Entsprechendesgilt vollkommenanalogfer die beiden
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Sattel 3 und 4, wie im Einzelnenaus Abb. 4.23a,bhervorgeh.

Um diesesVerhalten, oder vielmehr das Erscheinendieserbeidenuntersciedlichen Sattel

verstehenzu kennenwurde bei jeweils xiertem Durch uss Re= 0,bzw.Re= 11:83eine
R1-Rampe gefahren.Bzgl. der Losungenl und 2 wurde diesefur Werte 228 R; 230
mit R; = 0:1 realisiert, so dassdie beiden Sattel der Losungenzu 1 (R; = 228636121)
wie aud zu 2 (R; = 229656211)deutlich innerhalb diesesR;-Bereitheszu liegenkommen.
Der Vorteil beiRe= 11:83liegt dabei darin, dassman sich sehrnah bei dem Durch uss

(Re 11:9) be ndet, bei dem die LesungenaufeinanderzulaufenSomit ist es, wie be-
reits in Abb. 4.19zu erkennenwar, gut meglich das qualitative Verhalten beider Sattel

geidhzeitig bei R, Variation zu beobatten. Bei Re = 0Qist diesleider nicht der Fall, hierbei

ist dafur das Umkippen desSattels 3 in einender Art 4 festzustellen.

Die Darstellung der Sattel bzgl. R; Variation in einem Plot ist allerdings nicht ganz so
einfadh. In denbeidenAbb. 4.20und 4.21ist hierzudie = 0lso ade bzgl. der versdie-
denenR; uber der komplexen(k; K) Ebeneauszwei vershiedenenBlickwinkeln, bzw. eine
Projektion dieserin die die komplexe(k; K) Ebenedargestellt. Um besserdie Bedeutung
dieserlso ade verstehenzu kennensind in Abb. 4.21 (unten) exemplarist nochmals
die beiden Sattel achen der Sattel, die beide die Sattelpunktsbedingungerfellen inklusive

= 0O-Isolinien aufgetragen.Diese ertsprechen den beidenin 4.20 zusatslich mit einge-
zeidnetenLinien (schwarz). Geradedie Sattel dieserR;-Werte getorenzu denLesungen(1
und 2in Abb. 4.18)der Wadhstumsstiwelle Ry, 5. Diesesind iderntisch mit denin der Abb.
4.19 bereits mit eingetragenerblauen = 0 Isolinien. Wie gut zu erkennenist, zeidinen
sich diesebeidenKurvenganzo ensichtlich dadurdh aus,dasssie genaueinenSdnittpunkt
besitzen,desserzugelorige (k; K )-Werte den gesubiten Sattelpunkt charakterisieren.Die
ertsprechenden = O-Isolinien zu anderenR;-Werten besitzendiesenSdnittpunkt eben
geradenicht. Dies bedeutet, dassder zu dieserFlache gehorige Sattel ertweder ober- oder
unterhalb der = 0 Ebene zu liegen kommt. Hierzu sind in der Darstellungder = 0
Iso adhe die untersdciedlichen Wertebereithe bzgl. farbcodiert dargestellt. Blaue Berei-
che enspredhen < 0 Werten und demernspreciend symbolisieren rote Bereidhhe > 0
Werte. Die Interpretation der Abb. 4.20lautet nun wie folgt. Ist die innere Reynoldszahl
mit R; = 228 gegelen, so be nden sich beide Sattel noch unterhalb der = 0 Ebene,
was sich darin au ert, dassauch auf der = 0-lIso adhe noch kein Sattel existiert (vgl.
Absdnitt 4.3 (4.20)). Mit Zunahmevon R; bewegensich beide Sattel in Richtung der

= 0 Ebene,wassidc in einemZusammenziehemler Flache bzgl. desParametersK zeigt.
Bei R; = 22863 erreitht der erst von beiden (Abb. 4.20 (unten rects)) diese Ebene
und erfullt somit nun alle an ihn gestellten Bedingungenbzgl. der konvektiv-instabilen
Wadhstmssbwelle, wahrend der zweite Sattelpunkt noch weiter oberhalb von = 0 zu
liegen kommt. Mit weiter anwachsendemR; sdiebt sich dieseraber ebenfalls weiter in
Richtung der = 0-Ebene,d.h. fur diesensdnurt sich die Flache bzgl. K weiterhin zu.
Wahrendder andereSattel von nun ab unter dieserEbeneliegt, wassic in der Aufweitung
der Iso adhe bzgl. desanderenParametersk darstellt.
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Abbildung 4.20:L2-SPI: = 0-lIso achebeiR; Variation R; = 228:239 R;
0:1 aus zwei versdiedenen Blickwinkeln [38]; untere sthwarze Linie: Ry
228636121;0bere schwarze Linie: R; = 229656211; = 05, R, = 40,
Re= 11:83
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k

o VAT N

|

Abbildung 4.21:L2-SPI: oben: Projektion der = O-Isolinienbei R; Variation
aus Abb. 4.20auf die komplexe(k; K) Ebene;(unten): Sattel ache mit zwei
Sattelpunktenbei R, = 228636121inklusive eingetragener = 0-Isolinie,sovie
derenProjektion; ({> sieheMovie-le) = 05, R,= 40,Re= 1183
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DiesesVerhalten setzt sich bis zu dem hier betrachteten R; = 230 unverandert fort.

Vollkommen analog weitet sich nach Erreichen von R1 = 22959, hier erfullt der zwei-
te Sattel die Bedingungenbzgl. der konvektiv-instabilen Wacstmsstwelle, der Iso ache
ebenfalls bzgl. k auf, sodassaud dieserSattelpunkt unterhalb von = 0 liegt.
Zum bessererVerstandnis dessenist in Abb. 4.22, wie sdon freher gestiehen, die Pro-
jektion der = 0 Isolinien auf die (k;K)-Ebene zu sehenund ertsprechende -Werte
farbkodiert; orange: > O; hellblau: < 0; Aus Abb. 4.20wird ersiditlich, dasssidc in
dem Ma e, wie sich der eine Sattel Qsn), mit zunehmendemR;, uber die = 0-Ebene
erhebt, der andereSattel Qg sich dieservon oben annehert.

K k

Abbildung 4.22:L2-SPI: Grak der = O-Isolinie (blau) mit Farbkodierung
der Werte; orange: > 0; hellblau: < 0; links, R1 = 228636121;redhts,
R1= 229656211; = 0:5,R,= 40,Re= 1183

Analog der bei Re = 11:83 gefahrenenR;-Rampe aus Abb 4.20sind in Abb. 4.23
einige ausgewvahle Sattelpunkte bei Re = 0 zu sehen,die bei der Bestimmung der Front-
propagationen(vgl. Abscnitt 5.4) benetigt werden.Im wesetlichen handelt essich aud
hierbei um eine R;-Rampe, im Vergleithh zu 4.20 allerdings um einen sehr viel gre eren
Ri-Bereidh (hier 120 R; 260).In Abb. a) handelt essich geradeum den Sattel, der
zu der Losung3 aus Abb. 4.18gebhort und ensprechend gebhort b) zu der Loesung4. Wie
auch sthon bei Re=  11:83 gesehensosind audh hierbei die beiden
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Abbildung 4.23: L2-SPI: Sattel adchen fur versdiedene mberkritische Werte

a) = 0:054:= R; = 125242859(Lsg. 3 aus Abb. 4.18); b) = 1:157 :=
R; = 256308197(Lsg. 4 ausAbb. 4.18);c,d) = 0:2,0:;5; = 05,R, = 40,
Re=10
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Sattel adhen,die zu der unteren, bzw. oberenabsolut-konvektiven Instabilit atssdwelle
gehoren, garadebzgl. Minima und Maxima in den beiden Werten k; K miteinander ver-
tauscht. In c) und d) der Abb. 4.23ist zu erkennen,wie sich mit Zunahmevon der Sattel
versdiebt und die Sattel ache in dessenNahe ab acht, bis sdlie lic h dasangespr@hene
Umkippen des Sattels statt ndet. GenauereRednungen hierzu konnten diesesauf Werte
zwisthen 0:3 0:35 eingrenzen.

Da essich bislang fast aussalie lic h um Untersuchungen zu L2-SPI handelte, soll an
dieser Stelle auch kurz ein Vergleidhh mit anderenSpiralen andererazimutaler Wellenzahl
gegelen werden. Hierzu sind in Abb. 4.24 absolute R;. 2(R») und konvektive Ri.(R>)
Stabilitatsstwellen fur M = 0; 1; 2; 3 Strukturen als Funktion von R, aufgetragen.Gut
zu erkennenist die bereitsaus Abb. 4.12bekannte obere Sdwelle Ri. 2(R>) fur den Fall
der L2-SPI beretineten Ubersdireiten das Systemin den konvektiv-instabilen Zustand
zureickkehret. Weiterhin bleibt festzuhalten, dasssich der Ubergangin den Bereidh abso-
luter Instabilit at fur wachsendeM zu deutlich starker wberkritischen Werten versaiebt.
Beim TVF unterscheiden sich die Scwellen fer R1.(R,) und Ry a(R2) nur marginal, so
dassaudh in dem vergre erten Bereith links unten in Abb. 4.24 kein Unterschied auf-
zulesenist. Bei der L1-SPI ist dieser,wenn auch sehrsdwadch im Bereih 50 R, O
erkenrbar. Fur die hier bewvorzugt diskutierten L2-SPI liegendie beiden Stabilit atssdwel-
len Ri(R2); Ric a(R2) deutlich auseinander.Dieser Zwischerbereih weitet sich fer die
L3-Struktur noch deutlich aus. Interessan ist, dassbei diesemParametersatzbei M = 3
andersals bei M = 2 keine obere Sthwelle fur den Recksdritt in den konvektiv-instabilen
Bereidh gefundenwerdenkonnte.

Anders als in Abb. 4.24sind in den Abb. 4.25und 4.26 die vershiedenenBifurka-
tionssdwellen und deren zugelorige Frequenzenfer die Strukturen M = 0; 1; 2 bei
R, = Ound Durch ussen 40 Re 40 aufgetragen.Gut zu erkennenist die Symmetrie
von Ric(Re) und Ry 4(Re) in Abhangigkeit von Re im Fall desTVF. Ebensozeigt sich
die Symmetrieettartung bei auferlegtem Durch uss Re 6 0 der 1- und 2-SPI (d.h. bei
Ubergangvon Re'! Re ist die L-SPI das Spiegelbildeiner R-SPI und umgelehrt). Die
konvektiven StabilitatsshwellenR;(Re) derM = 1; 2 Strukturen besitzenihr Minimum
fur Re 6 0, wahrend sich diesefur die ebsolutenSdwellen Ry a(Re€) zu betragskleinen
Re hin versdieben. Interessan ist aber die Tatsade, dassdie absolute Stabilit atsstwelle
Ric am=1:2(Re) der L1- und L2-SPI immer oberhalb der konvektiven Stabilit atssdwel-
len Ricm= 1. 2(Re) der R1- und R2-SPI liegt, und umgelehrt. Es sdheint, dasseine M
Struktur erstdannabsolutwadstums#hig ist, wenndie ertsprechendeGegenstruktur M
zumindest konvektiv wadhstums#hig ist. Desweiteren sind im Fall der L2-SPI die bereits
bestiriebenen Phanomenedes Sprungsin der absolten Stabilit atssdwelle R1.(Re), savie
das gestilosseneGebiet, die Insel absoluter Instabilit at erkenrbar.

Auch in den zugelerigen Frequenzen (Re);! . a(Re) der entsprechenden Stabilit ats-
shwellen R.(R€),R1c a(Re€) ist die durch denDurch uss Re verursadite Symmetrieenar-
tung gut erkenrbar. Wie bereits aus Abscnitt 2.3.2bekannt Verhalten sich die kritischen
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Frequenzen .(Re) der konvektiven Stabilit atssdwellen von TVF und 1-SPI (durchgehen-
de schwarz,rot,greine Linien) im Wesetlichen linear mit dem Durch uss Re. Positivere Re
versdieben die kritischen Frequenzen! ;(Re) zu ebenfalls positiveren Werten.

Bifurkationsschwellen
Re=0,h=0.5
500 T T T T T T T T T 77

400
300=_"

200

100

Abbildung 4.24:Absolute und konvektiv-instabile Stabilit atssdwellenvonM =
0; 1; 2; 3 Strukturen als Funktion von R, fur = 0:5; Re= 0,

Analog den 'Spreingen’ in den Bifurkationsstwellen R;.(Re) der Abb. 4.25sind wie
zu erwarten ebensosoldie in den kritischen Frequenzen! .(Re) der 2-SPI zu erkennen.
Wahrend die Freqgeuenzen ((Re) der L2-SPI fur Re <  6:2 zwar ebensolinear mit Re
verlaufen, hierbei jedoch abfallen, so zeigensie ab dem hier auftretenden Sprung zunacst
eine deutlich Kremmung und somit nicht-lineares Verhalten. Fur zunehmendedRe > 6
wadsendie Frequenzen .(Re) der L2-SPI analogderervon TVF und 1-SPlan. Wahrend
die Frequenzer . ,(Re) zudenabsolutenStabilit atsstwellenbeim TVF (strichpunktierte
schwarze Linie) nur sdwadh um die kritischen Frequenzen! ((Re) schwanken, soist bei
den1-SPI(strichpunktierte rot, greineLinie) ein deutlich parabolischesVerhaltenim Bezug
auf Re erkenrbar. Wie audch bei den Bifurkationsstwellen gesehenergelen sich bei 2-
SPI (strichpunktierte orange,blaue Linie) aud in den Frequenzen! . ,(Re) gestlossene
Kurven. Ineressah im Bezug auf die Sprenge in den L2-SPI ist aber, dassdiesegerade
bei dem Re auftreten, bei dem die zugelorigen! . der L1-SPI versdwinden! ..y -» (Re =

6:2) = 0 (Fur die R2-SPI analogbei Re = 6:2). DieserDurch uss ertspricht aber auc
demjenigen,fur den bei nichtlinearer Rechnung [11] eine L1-SPI in eine R1-SPI ubergeh.
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Abbildung 4.25: Absolute und konvektiv-instabile

TVF, 1-und 2-SPI als Funktion von Re fer

Abbildung 4.26: Zugelhorige Frequenzenzu den Stabilit atssdhwellen von TVF,
1- und 2-SPlausAbb. 4.25als Funktion vonRe ; R, = 0

Stabilit atsstwellen von
=05 R,=0
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Unverstandlich ist aber die Tatsate, dassdie Frequenzen (Re) der L2-SPI fer Durch-
eisseRe < 6 anwadhsen.Warum sollte sich die Bewegungeiner Struktur, die von selbst
in positive Durch ussrichtung propagierenwerrde, zunadist mit starkerem Gegetblasen
verlangsamenwas der Erwartung und dem gewohnten Verhalten von L1-SPI entspricht,
um sich dann aber erneutin positiver Richtung zu bewegen.Hierzu sind in Abb. 4.27die
kritischen Werte k.(Re);! ;(Re) und die hieraus resultierendenPhasengeswvindigkeiten
Wonc(Re) der M = 2 SPI aufgetragen.Die Beein u ung von Re auf die kritischen Werte
der Wellenzahlk, ist gut ausAbb. 3.21ersidtlich.

Abbildung 4.27:L2-SPI: kri-
tische Werte ! ¢; Kc; Vpn,c der
absoluten Stabilit atssdwelle
Ri.. Die Beeinuung des
Durch usses Re auf die kri-
tischen Werte der Wellenzahl
k. ist gut aus Abb. 3.21er-
sichtlich.

Wie darin zu erkennen versdiebt sich die kritische Wellenzahl k., von positiven Re
kommend, zunachst zu kleineren Werten, bis der einzelne'Berg' in den Eigenwert acen
unterhalb der = 0-Ebenezu liegenkommt. Ab nun wachsendie k. fur kleinereRe erneut
an. Die ausdem Quotienten von Frequenz! . und Wellenzahlk. erhaltenePhasengeduwvin-
digkeit v ph;c zeigt eineahnlichesVerhalten wie die FrequenzenMit zunehmendenGe-
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gerblasennimmt vy, ab, um ab dem vorhandenenSprungin den marginalenKurven bei
Re 6:2 erneut anzuvadisen. Dabei ist die Phasengedwwindigkeit immer positiv, trotz
immer starkerem Gegeliblasen.Hierzu ist eine weitere genauereUntersucung der Struk-
turen notwendig.

Einen guten Uberblick im Bezug auf die konvektiven und absoluten Stabilit atsstwellen
der L2-SPI liefert eine Kombination der beiden zuvor diskutierten Abb. 4.24 und 4.25
in Abhangigkeit der Parameter R, und Re. Rote Kurven bzw. Flachen in Abb. 4.28re-
prasetieren die konvektive Stabilitatsgrenze(vgl. Abb. 4.6 und 4.7), wahrend es sich
bei den blauen um die konvektiv-instabilen Sctwellen handelt. Wie bereitsin Abb. 4.24
geseherexistieren fur R, > 0 noch keine konvektiv-instabilen Scwellen. Erst far Kon-
trollparameter R, = 23, Re = 6 gelangt das Systemersmalsin den absolut instabilen
Bereidh. Hier liegt der Fu punkt bzw. die Spitze dessich aufweitendenGebietesabsoluter
Instabilit at. Mit zunehmendenR, weitet sich dieserBereit erkenrbar auf (vgl. auch Abb.
4.10). In Anlehnung an die Form diesessich aufweitenden Gebieteswird diesvon nun an
als 'AH-Horn' 2 bezeitinet.

Horn

Abbildung 4.28:
'‘AH-Horn":
Absolute und
konvektiv-
instabile Stabi-
lit atssdwellen
einer L2-SPI
als  Funktion
von Re und der
Rotation R,
fur = 0:5

Zum Abschlu der Diskussionder versdiedenen Stabilit atssdwellen sei aber noch-
mals ausdricklich auf die Bedeutung der gestilossenenbzw. einseitig o enen Kurven in
den Abb. 4.9, 4.10,4.28verwiesen.Wie sdion zu Anfang erwahnt, handelt es sich um
Ergebnisseeiner linearen Analyse und demnad sind aud die hier gefundenenheheren
Stabilitatschwellen zu betrachten. Die Ursade fur dieseszuvor nicht gesehené/erhalten

2Benenrung nach seinenEntdeckern Altmey er und Ho mann
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der konvektiv-instabilen Stabilitatschwellen liegt in der Aufspaltung der marginalen Kur-
ven und die daraus resultierenden, nicht-zusammenh angenden Bereiden, in denen
einzelneModen wachstums#hig sind. Denn die zur Beredinung der Scwellen Ry 4 zu-
grundeliegendeSattelpunktsanalyseist sehrstark von der Topologieder marginalenFlache
abhangig. Es ist ein drastisher Unterschied, ob man sich in einem Parameterbereid be-
ndet, bei dem der gefundeneBerg oberhalb der = 0-Ebeneliegt und demzufolgeeine
'Insel" mit wachstums®higen Moden existiert, oder dieseeben nicht vorliegen. Abhangig
davon bezieh sich die Sattelpunktsanalyseauf zwei untersdiedliche Lesungermit deutlich
untersdiedlichen Wellenzahlen.

4.9 Resume

Nachdem die Begri e der konvektive und absoluten Instabilit at voneinanderabgegrenzt
wurden die lineare Analyse fer lokalisierte Sterungen dargestellt und diesemit Hilfe der
Ginzburg-Landau-Neherung und den linearisierten Navier-Stokes-Gleitungen ausgever-
tet. Hierbei traten { analogzu den linearen Koe zien ten Sprenge { in den konvektiven
Stabilitatsstwellen Ry, auf. Dieselassensich auf die komplexe Topologie der marginalen
Stabilitats achen zuredckzufehren (Abschnitt 3.2). Darelber hinaus zeigenjedoch L2-SPI
fur gewisseParameteratze gestlosseneKurven der absolut-instabilen Stabilit atssdwel-
len Ry 4 (Abb. 4.10und 4.9). Im Gegensatzzu den 'Inseln’ aus Kapitel 3 liegt hier
innerhalb der 'Inseln’ absolute Instabilit at vor. Diesist eine Folge desAuftretens eines
zweiten Sattelpunktesinnerhalb der komplexenWellenzahlelene, derenrelative Lage zu-
einanderund zur = 0-Flache von der Wahl der Kontrollparameter abhangt (Abb. 4.19).
Fur wachsendenKontrollparameter R; ist esmeglich das Systemaus dem Zustand abso-
luter Instabilit at zureck in den konvektiv-instabilen Zustand zu treiben. Im Allgemeinen
fallt die au ergewshnliche Topologie desabsolut instabilen Bereicdhs im dreidimensionalen
Kontrollparameterraum auf { Abb. 4.28 zeigt diesenin Form eines'Horn'. Dies st eine
gegember TVF und 1-SPI vollkommenneueErsdeinung.



Kapitel 5

Fronten

5.1 Klassik ation von Fronttypen

Wie in den vorangegangenerbsdnitten 4.2 und 4.3 gesehenjasst sich mit Hilfe der
Sattelpunktsbedingung (4.6), sovie der Wadhstumsbedingung (4.7) die Scwelle zwisden
konvektiver und absoluter Instabilitat . 5 beredinen. Durch Fixieren einer Front des
Sterwellenpaletesim Laborsystemergabsich hierausdie Bestimmungsgleitung (4.3) fur
den Sattelpunkt Qs und daraussdlie lich 5.

Um nun enspreciend die Frontgesdwindigkeiten vs zu erhalten kann man sich ebenfalls
dieser Methode bedienen,indem diesmal aber  xiert wird. Im vorherigen Absdnitt

wurde v, d.h. die Front selbst xiert, um die Schwelle im Laborsystemzu ermitteln. Somit
ergelensich analogzu Gleichung (4.6) die ertsprechendenBedingungendesSattels Qs und
der Frontgesdwindigkeiten vs:

Q@ Q)
@? Qs;Vs

Die zu untersuchendenFronten besitzenanalog zu Gleichung (4.4) unter Ausnutzung der
Sattelpunktsmethade folgendeForm:

=0, Re[(Qs)ljv. =0 (5.1)

| .
X (z;1) | e (Q)t+iQsz (5.2)
til
(mit dem Eigenwert: = i und Sattelpunkt: Qs = ks 1K)
Aus (5.2) ergibt sich hierauseine lokale Variation der Einhellendengema e%s (vgl. Abb.

5.1).

Somit sind die beidenfolgendenFrontt ypen zu unterscheiden: (Hierbei ist daraufzu achten,
wie + und  Front in der versdiedener Literatur festgelegtsind.) Die hier verwendete
Notation ertspricht derjenigenvon [32] und [34]

1. + Front
In diesemFall ist Ks > 0 (d.h. die Amplitude der Einhellendenwadst an), so dass
eineSterungbeiz= 1 ausdem Grundzustand herausvachst (Abb. 5.1a).
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2. Front
Im Gegensatzzur + Front handelt essich hierbei um eine Sterung die fur K < 0
(Amplitudenabnahmeder Einhellenden)beiz = 1 ausdem Grundzustandanweacdst
(Abb. 5.1b).

Abbildung 5.1: Qualitativ e Darstellung der beiden untersdiedlichen Frontty-
pen; links: +Front; rechts:  Front.

Im weiteren sollendie beidenFrontt ypen mit den ertsprechendenindizes , wie oben
festgelegt,unterschiedenwerden, was der lokalen Variation desPro Is ertspricht. Ein all-
gemeined/Vellenpalet der Sterung, wie im vorherigenAbsdnitt diskutiert (vgl. Abb. 4.2)
bestelt hinreichend weit von dessenZertrum aus zwei Fronten. Einer + Front links des
Zentrums und einerengegengesetzvandernden Front rechts davon. Diesbedeutetaber,
dasssidch fur jede Parameterlombination mittels Gleichung (5.1) zwei Lesungenergelen,
jeweils einefur die + und einefur die  Front.

5.2 Ermittlung der Frontpropagationen

Analog der Beretinung der Wadhstumsstiwelle in Abschnitt 4.3 kann man die Dispersi-
onsrelation

2 2
(;Q = — L@ i kwy c—+c2Q%+ !, (5.3)

0 0 0 0
(5.4)

der linearen Amplitudengleichung (3.5) verwenden. Hieraus ergelen sich nad einfader,
aber etwaslanglicher Redinung, unter Ausnutzung von (5.1) die folgendenFronteigensatf-
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ten:
r— ..

K< = - 55
> (1+c1?) o 59
ke = ke aKs (5.6)

2
Vs = Wy 2(1+ 6?)—Kj (5.7)

0
ss = Vs Ky (5.8)
s, = te+ (ks Ke)wg + (C CO)_O (5.9)

Die beidenuntersdiedlichen Lesungenergelen sich aufgrund der Tatsade, dassdie Di-
spersionsrelation (; Q) (5.3) quadratisch von Q abhangt und daraus ensprecend zwei
Lesungenresultieren. Dabei besdireiben obige Fronteigenstaften die folgendenGre en:
K := axiale Wachstumsrate, ks := axiale Wellenzahl,

Vs := Frontgesdwindigkeit, s := zeitliche Wadcstumsrate,! ¢ := Frontfrequenz;

Um Verwedslungenmit den Frontfrequenzen! ¢ auszushlie en werdendie Frontgesdwin-
digkeiten mit v5 bezeitinet, auch wenn essich konsequeterweiseum wg handelt.

Analog zur Herleitung der Stabilit atssdwelle zwisthen konvektiver und absoluter Insta-
bilit at (vgl. Abschnitt 4.3) hat man naterlich auch im hier vorliegendenFall von Fronten
die Meglichkeit die Dispersionsrelation (Q) mittels Lesbarleitsbedingung(2.33) ausden
vollen linearen Navier-Stokes-Gleitungen (2.22) zu erhalten. Abermals meissennun die
Bedingungenzur Beredinung von Qs und vg numerisd implemertiert werden und die
Caudy-Riemann-Gleidwung in (5.1) ausgemitzt werden.

Re[( Q9)liv, = O (5.10)
0 = % N (5.11)

Vs = %QS (5.12)

= (KQ:) (5.13)

DasProblem bestelt alsoabermalsin dem Au nden einerNullstelle (ks; K¢) der Funktion
@Q) 1 @
F(k;K) = K a@& = K & (Q) (5.14)

mittels desNewton-Raphson-\érfahrens[Anhang], wodurch sich vs unmittelbar aus(5.12)
ergibt. Die Vor- und Nadteile sind die gleichen wie sdhon zuvor bei der Sdwellerbestim-
mung (vgl. Abscnitt 4.3) dikutiert.
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5.3 Symmetrieop erationen von Fronten fur R/L-
SPI

Die wichtigsten Symmetrieogerationender Fronten existierenbeiversdindendemDurch-
uss Re = 0. In diesemFall ist die + Front einer R-SPI spiegelsymmetride zur  Front
einerL-SPI (vgl. Abb. 5.2a).Gleichesgilt umgelehrt, d.h. die  Front einer R-SPI ist das
Spiegelbildeiner+ Front einerL-SPI. Die diesesVerhalten besd&ireibendenSymmetrieope-
rationen lassensich wie folgt zusammenfassen.

Allgemeine Symmetriender  Fronten von L- und R-SPI fur Re = 0:

[Ksvsi sl RSP0 = [Kgvgtg] B 5P kRSP =k & 5P (5.15)
[Ks,VS,I s]+L SPI [Ks,Vs,I s] R SP|; ks;+L SPI - ks; R SPI (516)

(Indizes charakterisierendie beidenuntersdiedlichen Frontt ypen) Es ist jedoch wichtig,

dassaud bei Re = 0, wo die Gesd&windigkeiten von + und  Fronten zusammenfallen,
dieseaber nicht identisch Null sind, sondernleicht ins positive versdoben sind, was aller-

dings erst bei einer heherenAu esungdiesesBereihes zu erkennenist. Dies basiert auf
der bereitsin dem freherenKapitel bestiriebenenVerhalten, dassM 6 0- Strukturen eine
beworzugte Propagationsricitung besitzenund somit Symmetriebretung vorliegt.

Diese wird, wie in den Abb. 5.2 und 5.3 zu erkennen, mit zunehmendemDurch uss

verstarkt, so dassdie ertsprechenden Frontgestwindigkeiten v anwadisen. Da bei der
Beredinung der Fronteigensbaften unter anderemaud die Ginzburg-Landau-Naherung
ausgemitzt wurde, someissensich die schonin Abscnitt 3.1.3angespr@henenSymmetrie-
operationen bzgl. der linearen Koe zien ten ebenfalls bemerkbar maden. Mit diesenund

den Fronteigenstaften (5.5)-(5.9) gelten allgemeinfolgendeweitere Symmetrien:

Symmetriender Fronten von L- und R-SPI fur Re = 0 bei Benutzung der GLN :

Ks;+R SPI — Ks; R SPI _— Ks; L SPI _ Ks;+L SPI (517)

R SPI — R SPI — L SPI — L SPI
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5.4 Frontpropagation bei externem Durc huss Re

In den folgendenAbb. 5.2 und 5.3 sind die Ergebnisseder im Abscdnitt 5.2 theoretisth

hergeleitetenFronteigenstaften fur den Fall einer L2-SPI fur unterschiedliche Durch eisse
Re= 0;5;10, 15, 20bei R, = Ound = 0:5 graphisd dargestellt. Aufgetragensind sovohl

Real- als auch Imaginarteil deskomplexenSattelpunktesQs = ks iK g, sawvie die Front-

gestwindigkeiten vs und deren Frequenzen! ¢ beziglich ihrer Abweichung zum jeweils
kritischen Wert Ry.. Dabei stellen die orangenenKurven die Ergebnisseder +Front, und

die blauenensprediendeder Front dar. GestricheneLinien sind Resultateder Ginzburg-
Landau-Naherung GLN erhalten, wohin gegendie durchgehendenLinien aus der Lesung
der linearisierten NSE resultieren.

Anhand der Abb. 5.2 und 5.3 lassensich wichtige Erkenrtnisse im Bezug auf L2-SPI
gewinnen.Augensdeinlich ist die Ginzburg-Landau-Naherung fer SpiralenjMj > 1 nur
noch unzureidendgeeignetdasVerhaltender Fronten zu bestireiben. Dies zeigt sich in der
doch sehrdrastisthen Abweidhung der aus dieserNeherunggewonnenenKurven im Bezug
auf die Lesungenaus den vollen linearen Gleichungenund zwar in allen in den Abb. 5.2
und 5.3 dargestelltenGre en. Eine Ubereinstimnung beider Verfahrenist nur unmittelbar

in der Nahe desonsets 0 gegelen. Ahnlicheswurde auch scon in freheren Arb eiten
bei der Untersudung von TVF und 1-SPI [32] festgestellt. Dabei trat eine deutliche Ab-
weichungen der untersdiedlichen Verfahren allerdings nur in einzelnenGre en, wie den
Frequenzen s und der reellenWellenzahlks und diesauc erst bei deutlich eberkritische-
ren Werten alsim hier vorliegendenFall auf.

Es lat sich also festhalten, dassdie Ginzburg-Landau-Neherung zur Bestreibung von
2-SPI nicht wirklich geeignetist.

Dies wird bei Betrachtung der Frontgesdwindigkeiten v bzgl. Re = O und Re = 5 in
Abb. 5.2 am deutlichsten. Nicht nur die Werte aus der Ginzburg-Landau-Naherung sind
betragsma ig 'viel zugro ', sondernsiekennenein wesetlichesVerhalten mberhaupt nicht

besdireiben. Wahrend die Gestwindigkeiten v. (Re = 0;5) nadh den NSE nadch anfangli-
chem abfallen mit zunehmendemAbstand vom kritischen Wert erneut anwachsen und

sogar wieder zu positiv en Werten zureckkehren (sieheaud Abb. 5.5), soist in
denv, der GLN keinerlei ahnlichesVerhalten zu erkennen.Hierbei wadst die Gestwin-
digkeit der +Front mit zunehmendemAbstand zum kritischen Punkt betragsma ig weiter
an. Jedach geradediesesVerhalten, die Anderung desVorzeihensder Frontgesdwindig-
keit v, ist von enscheidenderBedeutung, da hierdurch ein Ubergangin einen anderen
Stabilitatsbereid gelennzeitinet ist. Zureck aus einemBereid in dem das Systemabso-
lut instabil war in einen,in dem es erneut konvektiv-instabil ist. Nach denin Absdnitt

4.5 bestiriebenen Verhalten der Stabilit atssdwellen (u.a. Abb. 4.9 und 4.10 muss eine
der beidenFronten diesesVerhalten aufweisen,da ansonstenkein Ubergangzureck in den
konvektiv-instabilen Bereidh meglich ware. Diese Sthwellen ergabken sich ja geradedurch
die Fixierung einer der beiden Fronten (v = 0).



110

KAPITEL 5. FRONTEN

47 T ‘ T ‘ T ‘ T ] T ‘ T ‘ T ‘ T 47\ ‘ T ‘ T ‘ \7 T ‘ T ‘ T ‘ T
3 _| 8 4 3 — 8 -]
= °r qe- .7 A _%F 767 4
= 1 i 18 2 1 ¥ 1=
+ Fron = e » =
xw 0 4 o v 0 = : 4 o
AR TTe--o ] B 7 _ T~ B ]
121 — r - 2+ -
2 R - 2 7 FRe=15"- A
-3 ) oL I I 3L | | o I I
0 0.250.50.75 1 0 0.250.50.75 1 0 0.250.50.751 0 0.250.50.75 1
80 T ‘ T ‘ T ‘ T ’)50 T ‘ T ‘ T ‘ T 80 T ‘ T ‘ T ‘ T 300 T ‘ T ‘ T ‘ T
o ’: | . rﬁ\lSE | - _ - - .
or . n’%fN 60~ -7 |asol- s
aof -7 pooi=" e S o a0l ]
<) 20/ - _ ST /200 )
c — Vs c c * | r=
o o 150|—-7 — EU,“U, 20, i Em
> 0 s > 0 150 B
-20(~ - i 1.1 1
L 100 — -20F —100f— —
40+ — - g L o
| ‘ | ‘ | ‘ | C_1 ‘ | ‘ | ‘ 1 - _40 | ‘ | ‘ | ‘ | | ‘ | ‘ | ‘ |
0 0.250.50.75 1 0 0.250.50.751 0 0.250.50.751 0 0.250.50.751
m m m m

Abbildung 5.2: Fronteigenstiaften Ks. ;Ks. ;Vs ;! einerL2-SPI als Funkti-
onvon mittels Ginzbuig-Landau-Naherung (GLN) (gestrichene Linien) und
als Lesungder vollen Linearen Gleichungen(NSE) (durchgehendeLinien) fer

= 0:5; orange:+Front; blau: Front; Kontrollparameter: R, = 0. Mit ein-
getragensind die uberkritischen Werte StN | NSE - der beiden Verfahren ab

denendas System absolut instabil ist. Interessanm ist hierbei, dassim Falle
Re= 5kein NSE existiert, da die +Front keinen Nulldurchgang besitzt.
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Abbildung 5.3: Fronteigen-
sthaften Ks ;Ks Vs ;!
einer L2-SPI als Funktion
von mittels  Ginzburg-
Landau-Naherung (GLN)
(gestrichene Linien) und
als Lesung der vollen Li-
nearen Gleichungen N SE
(durchgehende Linien) fur

= 0:5; orange: +Front;
blau: Front; Kontrollpara-
meter: R, = 0.

Betrachtet man sich in Abb. 5.2 denFall Re = 5, soerkennt man eine weitere Beson-
derheit. Hierbei verlaufen sovohl die + als auch die Front immer im positiven Bereid.
Die Gesd&windigkeit der +F ront nimmt mit Zunahmezu eberkritischerenWerten zunacst
wie gewohnt ab. Entscheidend ist aber, dasssie keinen Nulldurchgang besitzt, bevor sie
erneut anwachst. Somit existiert hier auch kein  YSF, sodassdas Systemfortwahrendim
konvektiv-instabilen Zustand verbleibt.

Desweiteren bleibt festzuhalten, dass die Frontgesdwindigkeiten v der 2-SPI deutlich
oberhalb derervon TVF und 1-SPI liegen.Hierzu sind in Abb. 5.4 die Gesdwindigkeiten
v beider Fronttypen fur TVF, L1- und L2-SPI bei festemRe = 10 gegen aufgetragen.
Hierbei handelt es sich um Ergebnisseaus den NSE. In der weiteren Arbeit soll, wenn
nicht ausdmicklich erwahnt, immer := NSE gelten. Bei TVF und L1-SPI betragendie
Frontgestwindigkeiten am onsets( = 0):v (M = 0) 1216undv (M = 1) 1293,
in Ubereinstimmung mit [32] und liegensomit in gleicher Gre enordnung. Demgegember
ist der Wert fur die L2-SPI mit v (M = 2) 1568 doch deutlich gre er. Dieserbereits
am onsetdeutlich hehere Wert spiegeltsich audh im weiteren Verlauf der Frontgestwin-
digkeiten v , mit zunehmenderEntfernung vom onsetwieder. So liegendie beiden Werte
bei denenTVF un L1-SPIvom konvektiv-instabilen in den absolutinstabilen Bereidch (vgl.
auch Absahnitt 4.4) mbergehenmit . (M = 0) 0:528und . (M = 1) 0:604eben-
falls in gleicher Gre enordnung. Fer den Fall der L2-SPI versaiebt sich dieserzu sehrviel
starker wberkritischen Werten ( > 1) au erhalb deshier dargestelltenBereideshin.
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Frontpropagation verschiedener Moden
Re=10, B=0, h=0.5
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Abbildung 5.4:
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5.5 Propagationsric htungen und deren Auswirkungen

Entscheidert fur die Propagationsridqitungenvon+ und  Front, oder noch vielmehr deren
relative Bewegungzueinanderist, wie sdhon besdirieben, die Wadchstumsstwelle . ,, da
diesedie Grenzezwisden absoluter- und konvektiver Instabilit at darstellt. Dabei mit
wie wblich die Abweichung bzgl. der kritischen ReynoldszahlR ;. desinneren Zylinders, so
dassim Grenzfall ! O die Eigensbaften von + und  Front, geradeauf die kritischen
Werte reduziert werden und demzufolgezusammenfallen(vgl. z.B. Abb. 5.4: = 0). In
diesemFall be ndet man sich 'at onset' und esgilt v, = vy = Vs . Erst im Bereich
> 0 kennensich mberhaupt die beiden Sattelpunkte Qs. (5.1) ausbilden, die dann zu
den Lesungender + bzw. Front fuhren. Solange < . , gilt (vgl. Abb. 5.2und 5.3),
ist das Systemkonvektiv instabil, da sich die beiden Fronten in gleicher Richtung durch
das Systembewegenund somit jede Sterung nach endlicher Zeit eliminiert wird. Formal
bedeutetdiesein gleichesVorzeithenin den Frontengesbwindigkeiten v . Diese,wie auch
alle nun folgendenAussageneber die Frontgesdwindigkeiten beziehensich, wenn nicht
ausdricklich erwahnt, auf dasLaborsystemLS. Die Vorzeihengleitheit in diesemandert
sich, sobald > . , qgilt (vgl. Abb. 5.4). Ab jetzt besitzenv untersdiedliche Vorzei-
chen, was bedingt, dasssich Sterungen fortan im komletten System ausbreiten kennen
und diesessomit absolut instabil wird. Zur Verdeutlichung diesesSadwerhalts sind die
jeweiligen Sdwellenwerte . 5 in den Abb. 5.2,5.3,5.4mit aufgenommenDies bedeutet
etwa fur denFall R, = 0, Re= 0 der L2-SPl ausAbb. 5.2, dasssich das Systemfur alle
< NSE = 0.058( geradehier liegt der Vorzeihenwedselin v, ) im konvektiv instabilen
Bereidh be ndet. Diesercharakterisiert somit den maximal eiberkritischen Wert Ry, unter-
halb dessemoch alle ins Systemeingebratiten Sterungenwieder herausgeblasenverden.
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Frontpropagation der +Fronten bei Variation des Durchflusses Re Frontpropagation der -Fronten bei Variation des Durchflusses Re
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Abbildung 5.5: Frontgesdwindigkeiten v. der +Fronten (a) und v der
Fronten (b) einer L2-SPI bei Variation von Re. R, = 0, = 05

Im hier gewahlten Beispiel ergibt silh R; 1351, gleichbedeutenddamit, dassman sich
6% wberkritisch be ndet.

Wie bereits kurz in 5.4 angesprahen zeigendie Frontgestwindigkeiten v, bei kleine-
ren Durch wssenRe im Bereidh 10:10 ein vollkommenanderesund bei TVF und 1-SPI
nicht festzustellendesverhalten. Dies bedarf einer weiteren Untersudung. Hierzu sind in
der Abbildung 5.5 die Frontgestwindigkeiten der beidenFronttypen+ und  bzgl. ihrer
Abweichung vom kritischen Wert Ry bei unterschiedlichen Durch essenRe= 10:10,
mit Re= 2 aufgetragen.Im Bereidh von Re = 10::2 ist sovohl die Frontgesdwindigkeit
v, der +Front, wie audh die zugelerige v der Front positiv. Somit be ndet sich das
System,wie bereits besdirieben im konvektiv-instabilen Bereidh. Bei Re = 0 be ndet sich
das Systemzunacst ( < 0:058) ebenfallsin diesem.Bei = 0:058 andert sich aber die
Propagationsritcitung der +Front, wahrend die Front in gleicher Richtung fortl auft. Ab
jetzt be ndet sich dasSystemim Bereith der absoluteninstabilit at, da beide Fronten einer
ins Systemeingebratiten Sterung in unterschiedliche Richtungen wandern. Bis hierher ist
dies noch kein au ergewshnliches Verhalten, sondernvielmehr die gewohnte und normale
Abfolge der Stabilit atsbereithe. Das Entscheidendeund Interessate ist nun, dasssich das
Vorzeichen von v, mit zunehmend steigendem Abstand vom onset erneut um-
kehrt, bei weiter gleichbleib endem Vorzeichen von v Das Systemvollzieit somit,
wie aus4.5bereitsbekannt, einen'Ruckschritt’ auseinemabsolutinstabilenin einenerneut
konvektiv-insabilen Bereidh. Im Fall Re = 0 gestieht diesbei 0:49. Auch bei weiter
steigendemGegendurt uss Re < 0 zeigt sich dieseserneute Verlassendes absolutenIn-
stabilittsb ereides.Die sehrdrastisdhe Anderung, alsoder Knick, bzw. Sprungin den Abb.
5.5der bei Re 6 auftritt, ist auf die in dem frehren Abschnitt 3.2 bereits dargestellte
und austkihrlich diskutierte Tatsade der Aufspaltung der marginalen Kurven bei gewis-
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sen Parametersatzen in zwei nicht zusammenlangendeTeilbereihe zureckzufehren. Da
auf der Abszissegeradedie Abweichung vom onsetaufgetragenist, somu sich eineab-
rupte Anderung deskritischen WertesR 1 naterlich auf den Verlauf der Kurven auswirken.

Abbildung 5.6:links: Frontgestwindigkeitenv, undv einerL2-SPI bei Varia-
tion von Reund fur = 0:5. (+Front: orange, Front: rot) rechts: Isolinien
v =0=v, (Frontstillstand, +Front: schwarz, Front: rot); hell blau markiert
ist der Bereidh, in demdie beidenFronten in engegengesetzt®ichtungen pro-
pagierenund das Systemsomit absolutinstabil ist. Kontrollparameter: R, = 0.
Die drastische Anderung bei Re 6 beruht auf der ausden Abb. 3.18und
3.21bekannten Aufspaltung der marginalenKurve.

Zur Veransdaulichung der Frontpropagationenund der Bereidhe in denendas System
diesesbesondere/erhalten vom absolut instabilen zureck zum konvektiv-insabilen Bereich
aufweistist in Abbildung 5.6 die Bewegungder + und Fronten bei variierendemDurch-
uss Re= 10:10(vgl. Abb. 5.5) zusammendargestellt. Zusatzlich sind noch die Linien
bei denendie Frontgestwindigkeiten gerade Null betragen (v.: sdwarz, v : blau) mit
aufgenommen.Diese markieren geradeden Punkt, an dem eine Frontgestwindigkeit ihr
Vorzeithen, alsoihre Bewegungsrititung andert, wahrend die jeweils anderemit gleichem
Vorzeidhen weiter propagiert. Der Ubersidit halber sind diese Linien in Projektion auf
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Abbildung 5.7: Links: Gruppen- wg(Re) und Frontgeshwindigkeiten v (Re)
einer L2-SPI fur = 0:1. Redits: zugelorige Frontfrequenzen! ; R, = 0,
= 05

die (; Re) Ebene,nebenstehendnochmals separatdargestellt. Im wei en Bereich be ndet
sich das Systemim Zustand konvektiver Instabilit at, hellblau symbolisiert ertsprechend
den Bereich absoluter Instabilit at. Bewegt man sich von positivem Durch essenRe = 10
zu kleinerenbis sdlie lic h hin zu negativen Re (d.h. in Abb. 5.6 von rechts nad links),
so kommt man bei Re = 2 erstmalsin einen Bereid, in dem das System mit wachsen-
den (in Abb. 5.6 von unten nad oben) kurzzeitig absolut instabil (hellblau) wird, um
gleich danad aber erneutin denkonvektiv-instabilen Zustand (wei ) zureickzukehren. Mit
weiter abnehmenderRe dehrt sich dieserabsolut instabile Bereidh zunehmendaus, bis er
bei Re 2 sein Maximum erreicdit, und sich ansdliessendbis Re 55 verkleinert. Ab
diesemDurch uss kommt nun die aus Abscnitt 3.2 bekannte Aufspaltung der marginalen
Kurve zum tragen, so dasssich der absolute Instabilit atsbereidy sehr abrupt auf den fast
gesanten Bereidh ausdehn. In diesemBereid ist esnicht meglich genauereAussagereiber
die Fronten zu maden.

In Abb. 5.7 sind die Gruppengeshwindigkeiten wy einer L2-SPI wie audh die bei-
den Frontgestwindigkeiten v (Re) bei 10% eberkritischen Werten (= 0:1) dargestellt.
Zusatzlich sind nebenstehendnoch die Frontfrequenzen! (Re) beigleidhhem aufgetragen.
Abgesehenvon dem scon bekannten Sprungin den einzelnenKurven fallt auf, dassdie
Di erenz zwishen Gruppengeshwindigkeit wy und Frontgesdwindigkeiten v fur stark
negative Durch msseRe < 6 (links desSprungs)deutlicher gre er ist, alsbeiRe> 6
(redhts desSprungs).Soz.B gilt beiRe=9:j vj=jv vs 9, wahrendder Unter-
schied beiRe= 0O nur noch j vj 5 betragt. Entsprechend ergibt sich auch eine deutlich
gre ere Di erenz der beiden Frontgestwindigkeiten v zueinander.Starkes Gegerlasen
Re < 6 bedingt somit eine erheblidhe Zunahme der Gesd&windigkeiten v , bzw. eine
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Abbildung 5.8: Frontgesdwindigkeiten v, der + Fronten (a) v der Fronten
(b) einer L2-SPI bei Variation von R,. Re= 0, = 0.5

Erniedrigung der uberkritischen Werte um bestimmte v zu erreichen. In diesemPara-
meterbereid ist das Systemanfalliger fur Sterungen.Wirft man nun neben den Gestwin-

digkeiten v (Re) einenBlick auf die zugelorigen Frontfrequenzen! (Re) soerkennt man
ein ahnliches Verhalten wie in den Gestwindigkeiten. Wahrend die Frequenzen! (Re)

beider Fronten fur Re> 6 nahezuidentisch sind und auch mit wachsendemRe nur sehr
langsam auseinanderlaufenso ist bei Re < 6 doch ein Unterchied ! 7 zu sehen.
Diesist analogder Gestwindigkeiten v auf die starke Korrelation mit dem auferlegten
Durch uss zu erklaren. Weitere Redinungen zu weniger mberkritischen Werten 0:07,
bei denendie Di erenzen j vj in etwa den Werten ausAbb. 5.7 fur Re> 6 enspricht,

zeigtendassdie Frequenzenv (Re) dann ebenfalls sehrdicht beisammenliegen.

Neben der bislang gezeigtenRe Abhangigkeit desBereidiesin dem+ und Fronten in
unterschiedliche Richtungen propagierenund sich das Systemdemzufolgeim Bereid ab-
soluter Instabilit at be ndet existiert weiterhin eine Abhangigkeit bzgl. der Gegenrotation
R,, sowvie desRadienverhaltnisses (vgl. Absdnitt 4.5). Diesesind in Analogie zu Abb.
5.8 aufgetragen.

Anders als bei der Variation von Re zeigt sich in den Abb. 5.8 und 5.10fer den hier
betrachteten Bereidh R, = 50::0 kein au ergeweohnliches Verhalten wie in  5.5. Fer den
Fall der R, Variation bewegt sich die Front 8R, permanen positiver Richtung, wahrend
die +Front nach anfanglich ebenfalls positiver Bewegungsrititung stockt und in enge-
gengesetzteRichtung weiterpropagiert. Bei noch weiter eberkritischen Werten komni es
sdhlie lic h abermals zum Stillstand der +Front und zu einer erneuten Umkehr des Vor-
zeidhensin v, . Dieser zweite Vorzeihenvedsel ist dabei sehr stark abhangig von dem
gewahlten R,. Mit betragsna ig zunehmendenR, versdiebt sich dieserzu weiter eber-
kritischen Werten hin (Abb. 5.8 und 5.9). Dabei symbolisiert der in Abb. 5.9 redts,
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hellblau dargestellteBereidh, analogzu Abb. 5.6 den absolut instabilen Zustand des Sy-
stems,da hier beide Fronten  in engegengesetzteRichtung propagieren.Dieserwadst
mit zunehmendemR, kontinuierlich an. Bereits bei R, 34 ist der mberkritische Wert,
bei dem das Systemin den konvektiv instabilen Zustend zureickkehrt doppelt sogro wie
der zugetorige kritische Wert (d.h. = 1) wie auch ausAbb. 5.8 hervorgeh.

Abbildung 5.9: links: Frontgesdwindigkeiten der + und  Fronten einer L2-
SPI bei Variation von R,. redits: Isolinie (schwarz) bei Stillstand der +Front:
v, = 0; hell blau markiert ist der Bereidh, in dem die beidenFronten in erntge-
gengesetzteRichtungen propagierenund demnad das Systemabsolut instabil
ist. Re= 0, =05

AhnlichesVerhalten wie bei R, Variation ist auch bei Anderung desRadierverhaltnis-
ses in Abb. 5.10feststellbar. Wahrend die Fronten ebenfalls permanen in positiver
Richtung propagieren,wedselt das Vorzeidhen von v, der +Fronten ebenfalls zweimal
abhangig von den vernendetenau eren Parameter,von + nach  und zureick. Es bleibt
jedoch festzuhalten,dassgeradeder eberkritische Wert . 5, der dem zweiten Vorzeiden-
wedsel entspricht, sehr drastisch von beein usst wird. So andert sich dieser deutlich
von 0:61 bei = 0:5 bis hin zu 0:68 bei = 0:55. Die ertsprechenden Werte
fur = 0:6 und = 0:7 liegen, insofern wberhaupt existert, au erhalb des hier (Abb.
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Frontpropagation der -Fronten bei Variation Yon
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Abbildung 5.10:Frontgestwindigkeiten v, der +Fronten (a) v der Fronten
(b) einer L2-SPI bei Variation von .Re=0,R,=0

5.10) untersuditen Bereides ( 7). Desveiteren zeigendie Kurven der Frontgesdwin-
digkeiten v, in Abb. 5.10einedeutliche Anderungin ihrer Steigungund Kr ammung. Mit
ZunahmedesRadienverhaltnisses nimmt die Steigungder v, Kurvennad erreichenihres
Minimums erkenrbar ab. Weiterhin kommt ab = 0:53 eine zweimalige Anderung in der
Kremmung, von links- nadch rechts gekreammt und zureick, hinzu. Es sdeint sogar,dasses
fur 0:55< < 0:6 eineKurve gibt, bei der ein lokalesMaximum existiert.

Um die Ergebnisseder letzten beidenKapitel und den Zusammenhangozgl. Frontpro-
pagationv und Wadstumsdwellen . ; nochmals deutlich hervorzuhekben, sind in Abb.
5.11die Wadstumsstwellen unterschiedlicher und exemplaristy hierzu zwei Frontb ewe-
gungen,als Stnitt beiRe = 0, aufgetragenBei = 0:5erkennt man, dassich beideFront-
typen+ und unmittelbar oberhalb deskritischen Wertesin gleicher (positiver) Richtung
bewegen.v. undv beitzengleithesVorzeiden. Fer das Systemals Ganzesbedeutetdies,
dassessich im konvektiv-instabilen Zustand be ndet, was im mittleren Graph daran zu
erkennenist, dassman sich noch unterhalb der zugehorigen Stabilit atschwelle (orange-
gestrilhenen)be ndet ( 0:05). Dieseist ja geradedurch den Stillstand der +Front und
die von nun an engegegesetztgnegative) Propagationsrihitung bzgl. der Front ausge-
zeidhnet. Ab dieserist das System absolut instabil. Bei weiterer Entfernung vom onset
andert die Frontgestwindigkeit v. nun erneut ihr Vorzeidhen (nun von  nach +), um
wieder in gleicher (positiver) Richtung wie die Front zu propagieren( . o  0:48). Das
Systembe ndet sich nun erneutim Bereidh konvektiver Instabilit at (oberhalb der orange-
nen Kurve).
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Abbildung 5.11: Zusammenhangvon Frontpropagation v und Stabilit ats-
schwellen . 5 bei L2-SPI als Funktion desDurch usses Re bei Variation von
R,; =05

56 Resume

Nadch einer Einfuhrung in die Theorie der Frontpropagation wurden diese, analog der
konvektiv-instabilen Stabilitatssdwellen mittels Ginzburg-Landau-Naherungund den li-
nearisiertenNavier-Stokes-Gleitungenberetinet. Abb. 5.2und 5.3 zeigendie stark einge-
strankte Geultigkeit der Ginzburg-Landau-Naherungfer L2-SPI. Anders als bei TVF und
1-SPI existierenbei 2-SPI Parameterkereide, in denensich mit zunehmenderEntfernung
vom kritischen Punkt das Vorzeidhen der Ges@windigkeit einer der beiden Fronten mit
wadisendemKontrollparameter mindestens zweimal andert (Abb. 5.5und 5.6). Diese
zusatzliche Nullstelle stellt geradeden im vorhergehendenKapitel bestiriebenen Uber-
gangvom absolutin den konvektiv-instabilen Bereid bei wachsendemKontrollparameter
R; dar (vgl. Abb. 5.11). Somit stellt dasVorzeidhen sign(v,v ) desProdukts der beiden
Frontgestwindigkeiten im Laborsystem eine alternative und geeignetereKlassi zierung
der versthiedenenStabilit atsbereide dar.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

DieseArbeit befat sich mit der linearen Analyse von Sterungenund der Untersuchung
leicht mberkritischer Kontrollparameter im Taylor-Couette Systeminsbesonderdur L2-SPI.
Fur den hier betrachteten Fall mit axial periodischen Randbedingungenbesitzt dasSystem
drei wichtige Kontrollparameter: die ReynoldszahlerR;; R, voninnerem-und au erem Zy-
linder und denvon au en auferlegten,axialen Durch uss Re.

Untersudit wurden primare Ubergangedes Systemsaus dem Grundzustand hin zu axi-
al periodischen Strukturen. Konkret wurden Taylor-Wirb el und Spiralwirbel betradchtet.
Wahrend Taylor-Wirb el gestilossenerotationssymmetristie nichtpropagierende Wirb el
darstellen, handelt es sich bei SPI um azimutal wandernde Strukturen die einer raum-
zeitlichen Gleitsymmetrie gereigen. SPI treten als spiegelsymmetride entartete links- und
rechtshandige Spiralen auf, die durch Spiegelungferr z =const. eberfehrt werdenkennen.
Zur Beredinung der kritischen Instabilit aten wurden die linearisierten NSE in axialer und
azimutaler Richtung nach ebenenWellen mit der axialen (azimutalen) Wellenzahlk (m)
entwickelt.

Im ersten Teil der Arbeit wurden zahlreide lineare Sdwellen ermittelt. Aufgrund der
Symmetrieender betrachteten Strukturen lat sich der zu untersudhende Parameterbe-
reich deutlich einsdiranken.

Der zweite Teil der Arbeit befat sich mit der Betrachtung von leicht mberkritischen Kon-
trollparametern. Hierzu wurden die Feldgleicungenin der Nahe der kritischen Werte fer
kleine Amplituden entwickelt. Die so erhaltenen Amplitudengleichungen besdareiben die
zeitliche und raumliche Dynanik dieserAmplituden. Der ertscheidendeund wichtigste Un-
terschied im Vergleih zum ersten Teil bestel darin, dassim wuberkritischen Bereidh ein
ganzesBand wadstums®higer Modenexistiert und essomit zur Ausbildung von lokalisier-
ten Wellenpaleten kommenkann, desserSdwerpunkt sich mit einer Gruppengeshwindig-
keit fortb ewegt. Dies legt die Einfehrung verstiedener Stabilit atsbegri e nahe, namlich
stabil, konvektiv instabil und absolut instabil.

Vornehmlich wurden hierbei 2-SPI mit der azimutaler WellenzahlM = 2 bei einem

121
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Radienverhaltnis = 0:5 untersudit. Als Grundlage der Beretinungendienten sovohl die
Ginzbug-Landau-Naherung wie auch eine Implemertierung der linearisierten NSE.
Wichtige Erkenrtnisse zeigtensich einerseitsin den Koe zien ten der linearen Terme der
Ginzburg-Landau-Gleidwung. Insbesonderéei Berednung der Koe zien ten bzgl. desDurch-
ussestraten Sprengeauf. Diesekonnten letztendlich auf eine bei diesenParameternvor-
handenekomplexereStruktur der Eigerwert adhe und eine darausresultierendeAufspal-
tung der marginalenKurven zuradkgeflhrt werden. Abhangig von den jeweiligen Parame-
tern traten ‘Inseln’ wachstumsmhiger Moden auf. Dieseresultieren aus der Existenz eines
lokalen Maximums der marginalenStabilitats acde fer 2-SPlund unterscheidensich somit
deutlich von TVF und 1-SPI, die in freherenArb eiten untersudt wurden.

Als Folge dieser Aufspaltung ergaken sich ebenfalls 'Spreinge’ in den konvektiven Stabi-
lit atssthwellen R, und eskonnte eineim Bezugauf 2-SPI eingeshrankte Gelltigkeit der
Ginzburg-Landau-Naherung nachgewiesenwverden. Dieseund vielmehr noch die Uberein-
stimmung der beiden hier verwendeten Verfahren ist dabei sehr stark von den jeweils
gewahlten Parameternabhangig.

Hieraus resultiert ein bislang noch nicht beobadtetes Verhalten beziglich des Bifurk ati-
onswerhaltensausdem Grundzustand. Die Aufspaltung bedingt, dassesParameterbereihe
gibt, fur die abhangigvon der WellenzahleneinzelneModen mit ZunahmedesKontrollpa-
rametersR; zunachst wachstums#hig sind, dann aber wegge&mpft werden,um sdlie lic h
beinoch gre eren R; erneutwadstums#@hig zu werden.An jedemdieserdrei = 0 Punkte
sollte eine Lesung herausbifurkieren,deren Stabilitat allerdingsim Rahmender linearen
Analyseder Sterung desGrundzustandesnicht festzustellenist. Soetwaswurde bislang fer
eine'einfache’ Bifurkation aus dem Grundzustand noch nicht beobattet und bedarf noch
weiterer Untersuchungeninsbesonderedurch Simulation der vollen nichtlinearen Gleichun-
gen.

Bei Untersuchungender Frontpropagationenkonnten Frontgestwindigkeiten ermittelt wer-
den, die ihr Vorzeiden bei Betrachtung im Laborsystemmit wachsendemKontrollpara-
meter zweimal wedselten. Ebensotraten aber auch Fronten auf, deren Gestwidigkeiten
keinen Vorzeithenvedsel besitzen. Da geradedas Produkt der Vorzeiden der Frontge-
schwindigkeiten beider Fronten eines Wellenpaletes ausstlaggelend fer den jeweiligen
Stabilitatsbereid ist, mu te aud hier etwas Neuesauftreten. Sokonnte im Bezugauf die
konvektiv-instabilen Stabilit atschwellen Ry 5, ein neuesund ungewohntes Verhalten bei
versdhiedenenParameterlombinationen gefundenwerden. Es wurden savohl Inseln, d.h.
gestilosseneBereithe absoluter Instabilit at gefunden,als auch Bereide, in denendie L2-
SPI fur beliebiguberkritische Werte im Zustand der konvektiven Instabilit at verharrt. Dies
beruht darauf, dassein zweiter Sattelpunkt auftritt. Dieser erfullt alle numeris¢ an ihn
gestellten Sthwellerbedingungen,dessenMinima und Maxima in Real- und Imaginarteil
der komplexenWellenzahlQ = k iK geradebzgl. des ersten Sattels vertausdit sind.
Hierausergelen sich Parameterbereide, in denendas Systembei wachsendemKontrollpa-
rameter der Reihe nach absolut stabil, konvektiv instabil, absolut instabil und sdlie lic h
erneut konvektiv instabil ist. Andererseits existieren aber audh Parameteratze, fur die
das Systemden Bereith absoluter Instabilit at eiberhaupt nicht erreicdit. Ausstilaggelend
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fur die absolute Instabilit at des Systemsist die Tatsade, dassdie zugelerigen Frontge-
schwindigkeiten untersdieliche Vorzeiden besitzen.Innerhalb dieserBereiche wurde eine
Abhangigkeit mit den Parametern ;R,; Re ermittelt.

Aufbauend auf dieser Arbeit ist kenftig die Untersudung der hier gefundenenAufspal-
tung der marginalen Kurven mittels den vollen Nichtlinearen Gleichungenvon Interesse.
Dennim Gegensatzzu den glatten marginalen Stabilitats achen far TVF und 1-SPI tritt
in der marginalen Stabilitats ache der 2-SPI ein lokales Maximum, ein 'Gipfel' auf. Be-
sonderesAufmerksamieit komnt hierbei dem Bifurkationsverhalten der Amplituden im
Existenzbereidh mehrerermarginaler Kurven zu.
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Anhang

Mathematisc h numerisc he Verfahren

Shooting-V erfahren

Randwertprobleme RWP stellen eine allgemeinereFormulierung von Anfangswertproble-
men AW P dar. Hierbei wird eine Lesungy(x) einesn dimensionalengewshnlichen Di e-
rentialgleichungssystemgmit n Randbedingungen)

1
10X Y15 Yn)
Y= & : K

fr(X; Y1525 Yn)

gesubt. Diesesoll dabei Randbedingungenn; und n, auf zwei vershiedenenRandern x,
und x; erfellen (mit n = ny + ny):

A Y(Xo) = Xo; B Yy(X1) = y1

(WobelA B 2 R, » und Xg;X1;Yo; Y1 2 R)
Die ldee belm einfadhen Schie verfahren bestelt nun darin ein y zu suden, das dass
Anfangswertproblem

A y(xo) = Yo A¥{x0) =W

fur ein beliebigesyy 2 R und A, 2 R, , an einemder beiden Rander, z.B. am Au eren
lest. Hieraus ergibt sich die Lesung als Funktion des Parametersyy womit sich der ert-
spretiende Wert y(x;) am au eren Rand X; in Abhangigkeit von Yo angelen lat. Das
Problem ist somit auf das Aunden der Nullstelle y(x1;¥8) y: = O bestirankt. Das
Shooting-Verahrenreduziert dasRW P auf ein AW P und ein Nullstellenproblem.

Dassich soergelendegewshnliche Di erentialgleichungssystender n, linear unabhangigen
Startvektoren wird mittels einesRunge-Kutta-Verfahrens au ntegriert. Im hier vorliegen-
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.l

X. X, + hi2 X +h X

Abbildung 6.1: Runge-Kutta-Verfahren 4ter Ordnung. Es sind zusatzlich die
4 Stetzstellen eingezeibnet, an denendie Ableitungen k; beretinet werden,
wobei 2 und 3 jeweils mit doppeltem Gewidt eingehen.

den Fall handelt essich um ein Verfahren4. Ordnung, fer das gilt:

ki = hf(Xn;yn)

o = BfQ+ Ly + 2

2’ 2)
h K
ks = hf(xn+ 5ivn+ 5)
Ko = hf(Xn+ hiyn + k)
ki ko ks K
yn+1 = yn+_1+_2+_3+_4

6 3 3 6

Hierbei liegt der Vorteil darin, dassbei der Berecinung von y,,.; die Ableitung y° =
f (X;y) pro Iterationssdritt nicht nur an einer, sonderngleich an 4 vershiedenenStetz-
stellen ausgewertet wird und in das Ergebniseingeh (vgl. Abb. 6.1). Zudem werdendie
verstiedenenStetzstellen noch untersdiedlich stark gewiditet, was einedeutliche Minde-
rung von Diskretisierungsfehlerngegember anderenVerfahrenbedingt.
Der Integrationsanfangist durch einensogenanten Startvektor gegelen, der die Randbe-
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dingungenbei xq erfulllt.

0 1
0

0
0
Xo;1
Xo;2
Xo0;3

y(Xo) =

Die Au n tegration ergibt nun einenWert fer y(x;). Durch Aufspaltung desobigen Start-
vektors' gama

0 1 0 1 0

H

y(Xo0) = Xo1 + X2 + X3 = X0y + X0.2y®@ + X0,1y®

OOPFroOoOoOo
OPFrOO0OO0OO0o
R OOOOOo

sielt man, dassman die Integration aud fer jeden Einheitsvektor seperat durchfehren
kann, woraus sich am au eren Rand x; die folgendeBedingungergibt:

1 0 1 0 1
y&i) y&? yiz’ Xo:1 0
@ yyPye @xp, A=@0A

1n,,2,,8
R S
I Z }
A

Die Xq;'s stellen somit eine nicht-triviale Lesungdes Gleichungssystemddar, so dassdie
Bestimmungsgleitiung

deté:O

lauten muss.Das darauserhalteneCharakteristisdhe Polynom kann nun mittels einesNull-
stellen nders, wie etwa dem Newton-Raphson-\érfahren, gelost werden.

Newton-Raphson-V erfahren

Das Newton-Raphson-\érfahren ist ein Verfahrenum die Nullstelle einer Funktion zu n-

den, ein Problem, dasin dieserArbeit etwa ausder Lesbarleitsbedingung(2.30) oder der
Sattelpunktsbedingung(4.6),(4.8) folgt.

Im Allgemeinenhandelt essich um eine Funktion F : CN | CN| bei der die Nullstellen

1yi(” entspricht der i-ten Komponerte desj -ten Startvektors
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xi(” 2 C;i = 1:N, fur welche in der i-ten Komponerte Fi(x(lj):::xﬂ)) = 0 gilt, gesubt

werden. Hierzu betrachtet man nun die Taylor-Reihe der zugelerigen Funktion:

b\ O
F(x+ x) = F(X)+ =L x+O(( x)?
_, @G
[ {z—1}
() Fx+ x) = F(x)+ Jx +0O( x)?

Um nun die Forderung zu erfullen, dassder neue Wert F(x + x) naher an Null liegt,
als der alte, setzt man diesenselbstauf Null F(x + x) = 0, woraus sich unmittelbar die
Bezielung

J X

F(x) J
=) Xnew = Xodt X

Dies ist nun ein iteratives Verfahren zur Beredinung der Nullstelle. Wichtig ist noch
zu erwahnen, dasses unter Umstanden sehr sensitiv von dem ertsprechenden Startwert
abhangenkann, welche Nullstelle man ndet, bzw. ob mberhaupt einesolde au ndbar ist.

Sattelpunktsanalyse

Die sogenante Sattelpunktsanalyseist ein Verfahrenzur approximativen Beredinung von
Integralen der Form 7

1I()= ef@dz (6.1)

C

mit der Einschrankung, dass 'gross'und positiv ist. C stellt dabei einenintegrationsweg
in der komplexen Ebene dar, wobei dessenWegendenkeinen signi kanten Beitrag zum
Integral besitzensollen.
Das Verfahrenbasiert auf der Idee, eben geradediesenintegrationsweg C, soumzubiegen,
dassder wesetliche Beitrag desIntegrals auf einem meglichst kleinen Teil desIntegrati-
onswegszu liegenkommt:
- bei reellen Funktionen ensprade dies dem Bereidh um das Maximum
- im Fall komplexer Funktionen ergibt sich der Sadwerhalt etwas sthwieriger wie folgt:

Voraussetzungerseien:
F(z) = u+iv analytisch mit z=x+1y (6.2)

Mittels der Cauchy-Remann-Di er entialgleichungen(CRDGL) fur analytische Funktio-
nen:
und b

a) (6.3)

RN®
1

RS
1
Q@

Q@
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folgt, dassabgesehervon Singularitaten, weder u, noch v ein Maximum besitzenkennen,
da qilt:

el . @@ _ @@ _ @u

(mit (6-3))@ = @(@) = @(@) = @ (6.4)
() r?u = %+%:o (6.5)
(analogerhalt man auch r 2v = 0.) Somit ergibt sich aus(6.5) unmittelbar die Bedingung:
%<0() %>0 (6.6)

Ein Punkt auf der Ober ade u(x;y), der savohl die Extremalbedingung

@_,.@

@ 0= a (6.7)

erfullt (somit ist dieserein ' ac her Punkt’), alsaud der Gleichung (6.5) gereigt mussalso
ein Sattelpunkt sein.Indem man (6.7) in (6.5) einsetzterkenrt man, dassein Sattelpunkt
der Funktion u(x;y), ebensoeinender Funktion v(x;y) darstellt.

_a@a_a@ _ @

0= e a- & (6.8)
=) F{29 = 0 (6.9)
Approximativ gilt in der Nahe des Sattelpunktes z;
F@)  B@)+o(z z? (6.10)
6:1)=) 1() = CeF(Z>dz ()= eF@) Coolz (6.11)

Falls einelineare Naherungwie in (6.11) nicht ausreit©iendist, someissenevtl. noch quadra-
tische Terme (oder weitere heherg@rdnungen) in die Naherung(6.10) mit bereicksidhtigt
werden. Das verbleibendelIntegral ,dz ergibt fur den nun durch den Sattelpunkt verlau-
fendenIntegrationsweg C° einenkonstarten Wert und ist somit unproblematisd.
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