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Motiv ation und Einleitung

Die erstenUntersuchungendesTaylor-CouetteSystemswurden bereits vor mehr als hun-
dert Jahren gemacht, so dass sich unmittelbar die Frage aufdr•angt, warum auch heute
noch Interessean der Untersuchung dieses'alten' Systemsbesteht. Die urspr•ungliche Idee
desEnde des19. Jahrhunderts von G.I.Taylor [13] beschriebenenSystemsbestand in der
experimentellen Bestimmung der Viskosit•at einesFluids sowie der Best•atigung der hydro-
dynamischen Grundgleichungen.

Taylor fand zun•achst einerein azimutale Str•omung bei niedrigenRotationsfrequenzen,die
sogenannte Couette-Str•omung, und sp•ater bei h•oherenRotationsfrequenzendie nach ihm
benannten Taylor-Wirbel. Entscheidendhierbei war, dasser bereits derenExistenzbereich
im Fall periodischer Randbedingungentheoretisch vorhersagenkonnte. Somit wandeltesich
dasanf•angliche Interesseauch recht bald hin zu einerUntersuchung verschiedenerStruktu-
ren und insbesonderederenBifurkationsverhalten [19, 21]. Heute ist einegro�e Zahl dieser
Strukturen [8, 17] bekannt, wie etwa Spiralwirbel, wavyartigeWirb el [12] bis hin zu chao-
tischen Strukturen [6].

Dahinter steht das Ziel des Verst•andnissesvon in der Natur vorkommendenkomplexen
physikalischen, chemischen und biologischen Systemenauf Basis des Wissens,das man
anhand relativ einfacher hydrodynamischer Systemewie z.B. desTaylor-CouetteSystems
oder aber auch desRayleigh-Benard Systemsgewinnenkann.

Das Taylor-Couette System ist hierzu besondersgeeignet,da sich in diesem •Uberg•ange
zwischen unterschiedlichen Strukturen deutlich einfacher als bei anderenbeschreiben las-
sen[22, 23]. Zudembietet esdie M•oglichkeit einesguten Vergleichs zwischen Numerik und
experimentellen Ergebnissen[18], was der Best•atigung der Modelle dient.

Zusammengefa�t l•a�t sich festhalten, dassdas Taylor-Couette Systemauch heute immer
noch ein interessantes Modellsystem darstellt, um neue, grundlegendeErkenntnisse zur
Strukturbildung in komplexenSystemenzu gewinnen.

DieseArbeit befa�t sich mit der linearenund schwach nichtlinearen Analysevon Struktu-
ren im Taylor-Couette Systemsam Beispiel der M = � 2 Spiralwirbel kurz L2-SPI bzw.
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R2-SPI. Die Wichtigkeit der linearen Analyse besteht darin, dasssie m•ogliche Bifurkati-
onsschwellendesvollen nichtlinearen Systemsliefert und somit alsAusgangspunktweiterer
Untersuchungenanzusehenist.
In fr•uherenArbeiten wurde die lineareAnalyse f•ur Taylor-Wirb el [28, 29] und lineareSpi-
ralen mit jM j = 1 [30] bereits ausf•uhrlich durchgef•uhrt. Nachdem in [12, 10, 11] auch
entsprechendenichtlinear Strukturen untersucht wurden, ist die konsequente Fortsetzung
sich nun mit M = � 2 Spiralen zun•achst im Rahmen der linearen Analyse zu befassen.
Dieserkommt hierbei ein besonderesInteressezu, da im Fall der 2-SPI neue,bislangnicht
untersuchte Eigenschaften hervortraten.
Erste Erkenntnisse, die auf ein besonderesVerhalten dieserM = � 2 Spiralen hinweisen
sind bereits in der Diplomarbeit [10] zu �nden. Dort wurden marginaleKurven gefunden,
die f•ur verschiedeneRadienverh•altnissezwei Minima besa�en.Auch wennan dortiger Stel-
le nicht weiter auf diesesPh•anomeneingegangenwurde, so l•a�t sich doch bereits daraus
auf einekomplexereTopologieder marginalenEigenwert
 •achen schlie�en. Die konsequen-
te Weiterf•uhrung der linearen Analyse ist die Betrachtung lokalisierter Wellenpakete bei
leicht •uberkritischen Kontrollparametern, wie es in der vorliegendenArbeit im Bezu auf
Fronten geschieht. Auch hieraus ergeben sich •uberraschendeund neue Implikationen f•ur
die einzelnenStabilit •atsbereiche der M = � 2 Strukturen (2-SPI).

Im Wesentlichen l•a�t sich die hier vorliegendeArbeit in zwei Teile gliedern.
Im ersten Teil (Kapitel 1 und 2) wird zun•achst die lineare Stabilit •atsanalysedurch
•UberlagungdesGrundzustandesmittels kleiner St•orfelderdurchgef•uhrt. Hierbei gen•ugt es,
die linearen Gleichungen mittels Shooting-Verfahrensaufzuintegrieren, um zwischen sta-
bilen und instabilen L•osungenzu unterscheiden.Ergebnissind die sogenannten kritischen
St•orungen,bei denenverschiedeneSt•orungsmuster auftreten. Diesewerden im Folgenden
f•ur Taylor-Wirb el und Spiralwirbel bei Variation der einzelnenKontrollparameter disku-
tiert.

Der zweite Teil der Arbeit (Kapitel 3, 4 und 5) befa�t sich vorwiegendmit Spiralstruk-
turen mit der strukturbildenden WellenzahlM = � 2 im Parameterbereich kurz oberhalb
der kritischen Werte. Anders als bei den kritischen Werten, hier handelt es sich um un-
endlich ausgedehnte St•orungen,treten nun lokalisierte St•orungenauf, die sich mit axialer
Gruppengeschwindigkeit wg im Systembewegen.Dies hat entscheidendeBedeutungbzgl.
der Stabilit •at zur Folge, denn hieraus resultieren unterschiedliche Stabilit •atsbereiche, in
denen L•osungenabsolut stabil, konvektiv- oder absolut instabil sind. Die Beschreibung
dieserWellenpakete erfolgt mittels Amplitudengleichungen,derenKoe�zien ten der lineare
Terme das Anwachsverhalten der Amplituden beschreiben. Sie werden f•ur L2-SPI unter
Durch
uss ausgewertet.
Dar•uberhinaus werden Stabilit •atsbereiche, sowohl auf Grundlage der Ginzburg-Landau-
N•aherungausdenErgebnissender Analyseder Amplitudengleichungen,als auch mit Hilfe
der Dispersionsrelationder linearisiertenNavier-Stokes-Gleichungenuntersucht. DasLang-
zeitverhalten t ! 1 der auftretenden Integrale wird mittels Sattelpunktmethode analy-
siert. Grundlegendf•ur die Unterscheidungder verschiedenenStabilit •atsbereiche ist die Un-
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tersuchung der Frontgeschwindigkeiten. Im Bereich konvektiver Instabilit •at besitzten die
Geschwindigkeiten beiderFronten einerlokalisiertenSt•orung und die Gruppengeschwindig-
keit das gleiche Vorzeichen. Dies •andert sich beim •Uberschreiten der konvektiv-instabilen
Stabilit •atsschwelle.Von nun an besitzendie Geschwindigkeiten beiderFronten verschiedene
Vorzeichen, propagierensomit in unterschiedliche Richtungen und das Systemals Ganzes
be�ndet sich im absolut instabilen Zustand.
Um die Wichtigkeit der, in diesenKapiteln, gefundenenResultate im Bezug auf L2-SPI
nochmals hervorzuheben, werdendie entscheidendenErgebnisseam Ende einesjeden Ka-
pitels in einemResum�e kurz zusammengefa�t.

Im Anhang sind die zur Berechnung verwendeten mathematischen Verfahren erl•autert.
Hierbei wird zun•achst allgemeinauf Randwertprobleme und das hier verwendeteRunge-
Kutta-Verfahren zu deren L•osungeneingegangen.Weiterhin wird das Newton-Raphson-
Verfahren zur numerischen Nullstellen�ndung, wie auch die Sattelpunktmethode zur n•ahe-
rungsweisenL•osungvon Integralen dargelegt.
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Kapitel 1

Das System

1.1 Die hydro dynamisc hen Grundgleic hungen

1.2 Systemgeometrie

r1 = innerer Zylinderradius
r2 = •au�erer Zylinderradius
d = Spaltbreite d = r 2 � r1

L = L•angedesZylinders
� = Radienverh•altnis r 2

r 1

u(r ; t) = Geschwindigkeitsfeld (r 2 R3)
p = Druck
� = Massendichte
� = kinematische Viskosit•at


 1 = Winkelgeschw. desinneren Zyliners

 2 = Winkelgeschw. des•au�eren Zyliners

Abbildung 1.1: Geometrieund charakteristische Gr•o�en im Taylor-CouetteSystem

Beim Taylor-Couett Systemhandelt essich um ein System,aus zwei konzentrisch zuein-
ander angeordetenZylindern (Abb. 1.1), die unabh•angig voneinanderrotieren k•onnen.
Der Zwischenraum ist dabei vollst•andig mit einer Fl •ussigkeit bef•ullt, die die kinematische
Viskosit•at � besitzt und inkompressibel sei.

1



2 KAPITEL 1. DAS SYSTEM

Das vorwiegendeInteressegilt dabei der Untersuchung von Geschwindigkeits- und Druck-
feldern, welche das Str•omungsverhalten der Fl •ussigkeit charakterisieren,sowie •uberg•ange
verschiedenerBewegungsformen.Aus Geometriegr•unden werdendie Felder in Zylinderko-
ordinaten (r; '; z) beschrieben:

u(r ) = uer + ve' + wez

Hierbei entsprechen u der radialen, v der azimutalen und z der axialen Geschwindigkeits-
komponente.

1.2.1 Die Grundgleic hungen

Der Ausgangspunktzur Berechnung der Geschwindigkeitsfeldersind Bilanzgleichungenf•ur
Masseund Impuls. Hierbei wird im folgendenvon inkompressiblenFl •ussigkeiten ausgegan-
gen.

� Die Massenbilanz f•uhrt auf ein Kontinuit •atsgleichung:

@
@t

� + r � (� ~u) = 0; (1.1)

die sich im vorliegendenFall inkompressiblerFl •ussigkeiten (� � const:) zu

r � ~u = 0 (1.2)

vereinfachen.

� Die Impulsbilanz liefert die Navier-Stokes-Gleichungen(NSE) [1]:

@~u
@t

= � r 2~u � (~u � r )~u �
1
�

r p (1.3)

F•ur die Beschreibung des Taylor-Coutte Systemssollen die beiden Gleichungen (1.3)
und (1.1) zugrundegelegtwerden.
Als Randbedingungenf•ur die Geschwindigkeitsfelderwird an den Zylinderw•andendie rea-
listische Annahme der no-slip Randbedingungen[8][17] vorgegeben. Dies bedeutet, dass
die Geschwindigkeiten der Fl •ussigkeit und der rotierenden Zylinderw•ande identisch sind.
DesweiterenwerdendemSystemin axialer Richtung periodischeRandbedingungauferlegt,
um axial periodische Strukturen in langenZylinder zu simulieren.

~u(r1) =

0

@
0

r1
 1

0

1

A ; ~u(r2) =

0

@
0

r2
 2

0

1

A ; ~u(z) = ~u(z + L)
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1.2.2 Entdimensionalisierung

Zur Implementierung der Grundgleichungen(1.3) und (1.2) werdendiesezuerst folgender-
ma�en entdimensionalisiert (vgl. Abb. 1.1).

� L•angenskala:

r; r1; r2; � 1; r ; r 2 � !
r
d

;
r1

d
;
r2

d
;
� 1

d
; dr ; d2r 2

� Geschwindigkeitsskala:

~u � !
~u

r1
 1
bzw:

�
d

(1.4)

� Zeitskala (Impulsdi�usionszeit):

t;
@
@t

� !
�
d2

t;
d2

�
@
@t

� Impulsskala (ergibt sich als Konsequenzder anderenSkalierungen):

p � !
d

�r 1
 1�
p;

=)
@~u
@t

= r 2~u � R1(~u � r )~u � r p (1.5)

r � ~u = 0 (1.6)

Hierbei sind die auftretenden innere und •au�ere Reynoldszahlwie folgt de�niert:

R1 :=
r1
 1d

�
; R2 :=

r2
 2d
�

Die Taylor-Zahl [13] wird folgenderma�ende�niert:

T :=
1 � �

�
R1

2

Aufgrund der hier vorliegendenSystemgeometriebietet essich an, die Gleichungen (1.3)
und (1.1) in Zylinderkoordinaten umzuschreiben. Zusammenmit der Entdimensionalisie-
rung 1.4 erh•alt man die von nun ab verwendeteDarstellung:
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� Navier-StokesGleichungen

@u
@t

= r 2u � R1(~u � r )u �
u
r 2

�
2
r 2

@v
@'

+ R1
v2

r
�

@p
@r

@v
@t

= r 2v � R1(~u � r )v �
v
r 2

+
2
r 2

@u
@'

� R1
uv
r

�
1
r

@p
@'

@w
@t

= r 2w � R1(~u � r )w �
@p
@z

(1.7)

� Kontinuit •atsgleichung

0 =
1
r

@
@r

(ru) +
1
r

@
@'

v +
@
@z

w

� Randbedingungen

~u(r =
�

1 � �
) =

0

@
0
1
0

1

A ; ~u(r =
1

1 � �
) =

0

@
0
1
0

1

A ; ~u(z = 0) = ~u(z = L)(1.8)

wobei gilt:

r 2 =
1
r

@
@r

�
r

@
@r

�
1 +

1
r 2

@2

@' 2
+

@2

@z2

(~u � r ) = u
@
@r

+
v
r

@
@'

+ w
@
@z

1.3 Der Grundzustand

1.3.1 Zirkulare Couette-Str •omung CCF (reine Rotation )

F•ur kleine ReynoldszahlenR1, R2 und ohneDurch
uss Re = 0 bildet sich einerein radiale
Str•omung innerhalb desSpaltesaus.Hierbei handelt essich um ein laminaresStr•omungs-
pro�l um die Zylinderachse(Abb. 1.2). Aufgrund der Symmetrieder Randbedingungenist
das Feld rotations- und z translationsinvariant und mussan beiden Seitenverschwinden.
Das Pro�l dieses,als Circular CouetteFlow CCF bezeichneten Feldes,lautet somit.

~uCCF �

0

@
0

vCCF (r )
0

1

A ; pCCF � pCCF (r ) (1.9)

Setzt man nun (1.9) in die obigenGrundgleichungen(1.7) ein, so reduzierensich diesezu
�

1
r

@
@r

+
@2

@r 2
�

1
r 2

�
vCCF (r ) = 0 (1.10)

R1
v2

CCF (r )
r

=
@pCCF (r )

@r
(1.11)
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mit der allgemeinenL•osung

vCCF (r ) = Ar +
B
r

; (1.12)

derenIntegrationskonstanten A und B ausden Randbedingungen(1.8) folgen.Diesesind
jedoch auch noch von der gew•ahlten Entdimensionalisierungabh•angig.Im hier vorlegenden
Fall ergeben sie sich zu:

A = �
� 2 � �

� (1 + � )
; B =

� (1 � � )
(1 � � )(1 � � 2)

(1.13)

Der Druck wird durch Au�n tegration von (1.11) gewonnen:

pCCF (r ) = R1

Z r

r 1

vCCF
2(r 0)

r 0
dr0 (1.14)

=
R1

2

�
A2r 02 + 4AB ln(r 0) �

B 2

r 02

� �
�
�
�

r

r 1

(1.15)

v  (r)
CCF

CCF, R =-150..502

r-r1

-200

-150

-100

-50

50

0
v  (r)
CCF

CCF,    =0.1..0.9 h

0.9

0.1

r�r 1

Abbildung 1.2: Ein
uss von R2 und � auf den Circular CouetteFlow vCCF (r );
Kontrollparameter: R1 = 150; links: � = 0:5, rechts: R2 = 0, Re = 0

1.3.2 Ann ulare Poiseuille-Str •omung AP F (reiner Dur ch
uss )

Legt man nun dem System im Gegensatzzu dem vorherigen Abschnitt einen in axialer
Richtung verlaufendenDruckgradienten auf, sokommt eszur Ausbildung einesstation•aren
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Durch
ussesentlang der z Achse.Dieserwird alsAnnular Poiseuille Flow APF bezeichnet.
(Abb. 1.3)

~uAP F (r ) =

0

@
0
0

wAP F (r )

1

A ; pAP F = pAP F (r; z) (1.16)

Wie auch zuvor schon beim CCF reduzierensich die NSE und die Kontinuit •atsgleichung
durch dasEinsetzendiesesGeschwindigkeits- und Druckpro�ls (1.16) zu:

@pAP F (r; z)
@z

=
�

@
@r

+
1
r

�
@wAP F (r )

@r
(1.17)

( @pAP F
@z := von Au�en angelegterDruckgradient) Die L•osungdieser Di�eren tialgleichung

ergibt sich zu:

wAP F (r ) =
@pAP F

@z
1
4

(r 2 + C ln(r ) + D) (1.18)

Die Kostanten C und D folgenausden jeweiligenRandbedingungenund lauten in der hier
verwendetenEntdimensionalisierung:

C =
1 + �

(1 � � ) ln(� )
(1.19)

D =
(1 + � ) ln(1 � � )

(1 � � ) ln(� )
�

1
(1 � � )2

(1.20)

3

v  (r)
APF

APF, Re=�1..5
5

4

2

1

0

�1

r�r 1

0.9

0.1

v   (r)
APF

r�r 1

APF,   = 0.1..0.9h

Abbildung 1.3:Ein
uss von R2 und � auf denAnnular Poiseuille Flow wAP F (r );
Kontrollparameter: R1 = 150, links: � = 0:5, rechts: Re = 1, R2 = 0
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1.3.3 Resultierender Gesamtgrundzustand

In den beidenvorherigenAbschnitten wurden die beidenGrenzf•alle der im Systemauftre-
tenden Strukturen f•ur die F•alle ausschlie�lic her Rotation und reinen Durch
usses disku-
tiert. F•ur den Fall, dasssowohl der Durch
uss Re, wie auch die Rotationsgeschwindigkeit
des inneren Zylinders 
 1 hinreichend klein sind, so ergibt sich ein station•arer Grundzu-
stand, der sich additiv aus diesensuperponieren l•a�t und eine L•osungder NSE in allen
Parameterkombinationen darstellt.

~uG(r ) = ~uCCF (r ) + ~uAP F (r ) =

0

@
0

vCCF (r )
wAP F (r )

1

A (1.21)

1.4 Lineare Wirb el-Strukturen

1.4.1 Taylor Vortex Flo w (M = 0)

Im Fall einer M = 0 Struktur ist die r•aumliche Variation gegeben durch (vgl. (2.13)):

�!x =

0

B
B
@

u
v
w
p

1

C
C
A =

0

B
B
@

U(r )
V(r )
W(r )
P(r )

1

C
C
A eik z + c:c (1.22)

Hieraus ist o�ensichtlich, dassdie M = 0 Felder rotationssymmetrisch sein m•ussen,da
keineWinkelabh•angigkeit (' ) mehr vorhandenist. Linien konstanter Phase'

kz = const: ( ) z = const (1.23)

zeigen,dassessich dabei im dreidimensionalenum konzentrische Ringe, unabh•angig vom
Radius oder im Fall der EbeneeinesabgerolltenZylinders um Geradenparallel zur z = 0
Linie handelt (Abb. 1.4).

1.4.2 Spiralen ( jM j 6= 0)

Die r•aumliche Struktur von M 6= 0 Spiralen ist linear gegeben durch (vgl. (2.13)):

�!x =

0

B
B
@

u
v
w
p

1

C
C
A =

0

B
B
@

U(r )
V(r )
W(r )
P(r )

1

C
C
A ei (kz+ M ' ) + c:c (1.24)

Im Gegensatzzum TVF (M = 0) existiert eineechte ' Abh•angigkeit. Hierbei ergeben sich
die Linien konstanter Phase' bei t = 0 zu:

kz + M ' = const: ( ) z = �
M
k

' (1.25)
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Abbildung 1.4:
Quantitativ e Dar-
stellung der Welt-
linien konstanter
Phase ' verschie-
dener Strukturen
M = 0; � 1

(wobei M < 0 oder M > 0)
Somit ergeben sich hieraus Diagonalen in der Ebene (vgl. Abb. 1.4), deren Steigung,
abh•angig vom Vorzeichen der strukturbildenden WellenzahlM entweder positiv oder ne-
gativ seinkann. Im Dreidimensionalenhandelt essich um einehelixf•ormigeStruktur. Dabei
liegt im Fall positiver/negativer M eine Linksschraube (L-SPI)/Rechtsschraube (R-SPI)
vor (Abb. 1.4). Wie schon beim TVF existiert ebenfalls keine radiale Abh•angigkeit der
konst.-Phasen
•achen. Im Folgendenwerden diesemit LM-SPI bzw. RM-SPI bezeichnet,
wobei M = 1; 2; ::: die strukturbildende Wellenzahldarstellt.



Kapitel 2

Lineare Stabilit •atsanalyse

2.1 Mathematisc hes Vorgehen

Im Folgendensoll die Stabilit •at des Grundzustands gegen•uber prim•ar herausbifurkiern-
den Spiralwirbeln •uberpr•uft werden.F•ur hinreichend kleine ReynoldszahlenR1 und R2 ist
dieser gegen•uber kleinen St•orungen stabil. Dabei bedeutet stabil de�nitionsgem•a�, dass
beliebige,aber kleine St•orungen der L•osungzeitlich nicht anwachsen [19]. Ohne St•orung
verharrt das System,selbst bei •uberkritischen Kontrollparametern im stabilen Grundzu-
stand. Erst unter der Voraussetzung,dassbeidesvorliegt einekleine St•orung und •uberkri-
tische Kontrollparameter kann dasSystemin einenneuenZustand •ubergehen.

Dieser •Ubergangder Kontrollparameter vom unter- zum •uberkritischenBereich bedingt
somit einewesentliche •AnderungderzeitlichenDynamik derSt•oramplituden. Unterhalb des
kritischenWertesdesKontrollparameterswerdenalle St•orungenwegged•ampft und sterben
somit zeitlich aus.Oberhalb deskritischen Wertes treten St•orungenmit bestimmten Wel-
lenzahlenk zu entsprechendenModen m auf, deren Amplituden exponentiell anwachsen.
Dabei gilt, dassdie Anzahl dieserwachstumsf•ahigen Wellenzahlenmit den Kontrollpara-
metern anw•achst.

Die marginale Stabilit •atskurve stellt die Grenze zwischen unter- und •uberkritischem
Bereich in Abh•angigkeit der Wellenzahldar. Sie markiert, f•ur verschiedeneWellenzahlen
k den Wert desKontrollparameters, bei dem die WachstumsrategeradeNull betr•agt.

Zur expliziten Stabilit •atsuntersuchung werdendenFeldernder jeweiligenL•osungenklei-
ne St•orungenaufaddiert:

~u(r; z; t) = ~uG(r; z; t) + ~̂u(r; z; t); p = pG + p̂(r; z; t) (2.1)

Die Aussage•uber die Stabilit •at erfolgt •uber die zeitliche Entwicklung der St•orfelder ~̂u
und p̂. Stabilit •at der L•osungliegt genaudann vor, wenn beliebigeSt•orungenwegged•ampft

9
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werden, ansonstenist die L•osunginstabil. Um die Dynamik der St•orung zu untersuchen,
werdendieseinklusive desGrundzustandsin Grundgleichungeneingesetzt.Die Grundglei-
chungenin Zylinderkoordinaten lauten nach (1.7):

@u
@t

= r 2u � R1(~u � r )u �
u
r 2

�
2
r 2

@v
@'

+ R1
v2

r
�

@p
@r

@v
@t

= r 2v � R1(~u � r )v �
v
r 2

+
2
r 2

@u
@'

� R1
uv
r

�
1
r

@p
@'

@w
@t

= r 2w � R1(~u � r )w �
@p
@z

(2.2)

0 =
1
r

@
@r

(ru) +
1
r

@
@'

v +
@
@z

w (2.3)

In diesewerdennun die Felder inklusive kleiner St•orungen(2.1) eingesetzt.

Dabei ergeben sich sowohl Terme, die bereits alleine die Navier-Stokes-Gleichung des
Grundzustandeserf•ullen, sowie Ableitungen desGleichen,waseineElimination dieserBei-
tr •agein der Gleichung ergibt.

Die soresultierendenGleichungenbeschreiben nun die tempor•are Entwicklung einer in
dasSystemvon au�en eingebrachten St•orung~̂u. Im folgendenwerdendiese,der Einfachheit
halber, nur noch mit ~u bezeichnet. Es ist jedoch wichtig zu wissen,dass es sich auch
fortw•ahrend immer noch um die St•orfelder ~̂u handelt.
Die vollen Gleichungender St•orfelder ~u lauten:

@u
@t

= r 2u � R1[(~u � r )u + ( ~uG � r )u]

�
u
r 2

�
2
r 2

@v
@'

+ R1
2vGv � v2

r
�

@p
@r

@v
@t

= r 2v � R1[(~u � r )(v + vG) + ( ~uG � r )v] (2.4)

�
v
r 2

+
2
r 2

@u
@'

� R1
uv
r 2

�
1
r

@p
@'

@w
@t

= r 2w � R1[(~u � r )(w + wG) + ( ~uG � r )w] �
@p
@z

0 =
1
r

@
@r

(ru) +
1
r

@
@'

v +
@
@z

w

Bei der linearen Stabilit •atsanalysewerden nur kleine St•orungen ~u des Grundzustandes
~uG betrachtet. Demzufolgek•onnenTerme,die ausdem nichtlinearen Summanden(~u � r )~u
resulierenoder quadratischeTermeder St•orungenvernachl•assigtwerden(vgl. rot markierte
Terme).Somit ergebensich aus(2.4) die linearisiertenGleichungender St•orfelder inklusive
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der Randbedingungenzu:

@u
@t

= r 2u � R1( ~uG � r )u

�
u
r 2

�
2
r 2

@v
@'

+ R1
2vGv

r 2
�

@p
@r

@v
@t

= r 2v � R1[(~u � r )vG + ( ~uG � r )v] (2.5)

�
v
r 2

+
2
r 2

@u
@'

�
1
r

@p
@'

@w
@t

= r 2w � R1[(~u � r )wG + ( ~uG � r )w] �
@p
@z

0 =
@u
@r

+
1
r

@
@'

v +
@w
@z

+
u
r

~u(r =
�

1 � �
) =

0

@
0
0
0

1

A ; ~u(r =
1

1 � �
) =

0

@
0
0
0

1

A ; ~u(z) = ~u(z + L) (2.6)

Hierbei wurdendie Randbedingungender St•orung (2.6) sogew•ahlt, dassder Grundzustand
plus St•orung immer noch die no-slip Randbedingungenerf•ullen. Daskomplette Gleichungs-
system(2.5) stellt ein Randwertproblem(Anhang) eineslinearenpartiellen Di�eren tialglei-
chungssystemszweiter Ordnung der, dassich in allgemeinerForm als

E
@
@t

~x = L~x (2.7)

schreiben l•a�t, wobei

E =

0

B
B
@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

1

C
C
A ; ~x =

0

B
B
@

u
v
w
p

1

C
C
A (2.8)

F•ur diesesin t autonomeSystembietet sich einekomponentenweiseL•osungin Form eines
Produktansatzeswie folgt an:

~u(r; '; z; t) = ~̂u(r; '; z)e� t ; bzw: p(r; '; z; t) = p̂(r; '; z)e� t

mit � = 
 + i! (2.9)

DieserAnsatz bedeutet,dasseineSt•orung f•ur unterkritische Kontrollparameter mit 
 < 0
wegged•ampft wird, und entsprechend bei •uberkritischen Kontrollparametern 
 > 0 ex-
ponentiell anw•achst. Das tempor•are Verhalten einer St•orung wird nach (2.9) durch die
Wachstumsrate 
 sowie die Frequenz! beschrieben. Resultat dieser •Uberlegungenist nun,
dasssich Gleichung (2.7) als verallgemeinertesEigenwertproblemschreiben l•a�t.

� E~x = L~x (2.10)
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Unter weitererAusnutzung der Systemsymmetrien,wie etwa der Tatsache,dassdasSystem
in ' -Richtung 2� -periodisch ist

~u(r; '; z; t) = ~u(r; ' + 2� ; z; t) (2.11)

und der Annahme periodischer Randbedingungen

~u(r; '; z; t) = ~u(r; '; z + �; t); � =
2�
k

(2.12)

bietet essich an die L•osungin ' und z nach diskreten Fouriermoden zu entwickeln.
0

B
B
@

u
v
w
p

1

C
C
A (r; '; z; t) =

1X

m= �1

1X

n= �1

cn;m

0

B
B
@

û(r )
v̂(r )
ŵ(r )
p̂(r )

1

C
C
A ei (nk z+ m' )+ � t + c:c: (2.13)

DieserL•osunsansatz(2.13) ist nun in der Lage,mit den entsprechendenVorfaktoren, jede
beliebige St•orfunktion darzustellen. Dabei stellen die cn;m die Fourier-Koe�zien ten dar
w•ahrend die komplette r Abh•angigkeit in die Eigenmoden û; v̂; ŵ; p̂ gewandert ist. Es sei
noch auf die hierbei wichtigen konjugiert komplexen Funktionen (c:c:) hingewiesen,die
mit hinzuaddiert werden m•ussen,da es sich um physikalisch reelle Felder handelt. Mit
Hilfe diesesEntwicklungsansatzes(2.13) lassensich durch Einsetzen des selbigenin die
Gleichungen (2.5), (2.6) die darin enthaltenen Di�eren tialoperatoren teilweise wie folgt
auswerten:

@
@t

! �

@
@'

! im

@
@z

! ink (2.14)

r 2 !
1
r

@
@r

�
r

@
@r

�
�

m2

r 2
� n2k2

=
�

1
r

+
@
@r

�
@
@r

�
m2

r 2
� n2k2

~u � r ! u
@
@r

+
imv

r
+ ink w

~uG � r !
imvG

r
+ ink wG

Somit wird durch den L•osungsansatz(2.13) das Systempartiel ler Di�er entialgleichungen
(2.5) in ein System gew•ohnlicher Di�er entialgleichungenumgewandelt. Diesesmuss f•ur
jedenSummandenin der Fourierreihe,also jedesPaar (n; m) bzgl. r gel•ost werden.Insge-
samt ergibt sich somit ein sechsdimensionalerParameterraumder von (� ; R1; R2; Re;m; k)
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aufgespannt wird, wobei dasSystemf•ur jedes�xierte 6 Tupel neu gel•ost werdenmuss.

� u =
� �

1
r

+
@
@r

�
@
@r

�
m2

r 2
� n2k2

�
u

� R1

�
imvG

r
+ ink wG

�
u

�
u
r 2

�
2
r 2

imv + 2R1
vGv
r 2

�
@p
@r

� v =
� �

1
r

+
@
@r

�
@
@r

�
m2

r 2
� n2k2

�
v

� R1

� �
u

@
@r

+
imv

r
+ ink w

�
vG +

�
imvG

r
+ ink wG

�
v
�

(2.15)

�
v
r 2

+
2
r 2

imu �
1
r

imp

� w =
� �

1
r

+
@
@r

�
@
@r

�
m2

r 2
� n2k2

�
w

� R1

� �
u

@
@r

+
imv

r
+ ink w

�
wG +

�
imvG

r
+ ink wG

�
w

�
� ink p

0 =
@u
@r

+
1
r

imv + ink z +
u
r

, � u =
�

�
m2

r 2
� n2k2

�
u +

@
@r

�
@
@r

u +
1
r

u � p
�

� R1

�
imvG

r
+ ink wG

�
u

�
2
r 2

imv + 2R1
vGv
r 2

�
@p
@r

� v =
�

�
m2

r 2
� n2k2

�
v +

@
@r

�
@
@r

v +
1
r

v
�

+
im
r

�
@
@r

u +
1
r

u � p
�

� 2
�

R1A �
im
r

�
u

� R1

�
im
r

vG + ik wG

�
v �

mk
r

w (2.16)

� w =
�

�
m2

r 2
� n2k2

�
w +

�
1
r

+
@
@r

�
@
@r

w

+ ik
�

@
@r

u +
1
r

u � p
�

� R1

�
im
r

vG + 2ink wG

�
w � R1

@
@r

wGu

0 =
@u
@r

+
1
r

imv + ink z +
u
r



14 KAPITEL 2. LINEARE STABILIT •ATSANAL YSE

Die Gleichungen 2.16 enthalten noch Ableitungen 2-ter Ordnung, die auf ein Di�eren ti-
algleichungssystem1-ter Ordnung reduziert werden m•ussen.Zudem soll noch der Druck
p aus den Gleichungen eliminiert werden. Die g•angigsteMethode, dies zu erreichen liegt
in der zweifachen Rotationsbildung, wie sie h•au�g in der Literatur [1] zu �nden ist. Hier
wird aber anstelle diesesVerfahrenseine Substitution benutzt, wie sie schon in fr •uheren
Arbeiten, wie z.B. bei [28, 30] verwendet wurde.

X :=
@
@r

u +
1
r

u � p

Y :=
@
@r

v +
1
r

v

Z :=
@
@r

w

mittels der Kontinuit •atsgleichung ergibt sich somit der Druck p zu:

p = � X � ik w �
1
r

imv (2.17)

Zum besserenVerst•andnis der Substitution wurden bereits in den Gleichungen (2.16) die
Termein entsprechenderForm aufgeschrieben und zus•atzlich noch mit demobenangef•uhr-
ten Farbcode f•ur X ; Y; Z versehen.Das so erhalteneEigenwertproblemlautet:

� E � ~x = L � ~x (2.18)

mit E � =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

; ~x =

0

B
B
B
B
B
B
@

u
v
w
x
y
z

1

C
C
C
C
C
C
A

(2.19)

mit
~y = (u(r ); v(r ); w(r ); X (r ); Y(r ); Z (r ))T (2.20)

und

L � =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

@
@r + 1

r
im
r ik 0 0 0

0 @
@r + 1

r 0 0 � 1 0
0 0 @

@r 0 0 � 1
� m2

r 2 � n2k2 � 2( im
r 2 � R1

vG
r ) 0 @

@r 0 0
� R1( im

r vG + ink wG)
2( im

r 2 � R1A) � 2m2

r 2 � n2k2 � mk
r

im
r

@
@r 0

� R1( im
r vG + ink wG)

� R1
@
@r wG � mk

r � m2

r 2 � 2n2k2 ink 0 @
@r + 1

r
� R1( im

r vG + ink wG)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(2.21)
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Im Folgendenkann man sich auf die F•alle f•ur n = 1 beschr•anken, da die h•oherenHarmoni-
schen der St•orung enk z f•ur die Stabilit •atsanalysekeineRolle spielen.Um nun die linearen
Eigenmoden u; v; w; x; y; z mittels Runge-Kutta-Verfahren (sieheAnhang) ausdem Eigen-
wertproblem (2.18) bestimmenzu k•onnen,wird dieseswie folgt umgeschreiben (f •ur n = 1):

@
@r

~x = L �� ~x (2.22)

Diesesgew•ohnliche Di�eren tialgleichungssystembeschreibt das tempor•are Verhalten einer
St•orung bei vorgegebenenm und nk, mit

L �� =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1
r � im

r � ik 0 0 0
0 � 1

r 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

� + m2

r 2 + k2 2( im
r 2 � R1

vG
r ) 0 0 0 0

+ R1( im
r vG + ik wG)

� 2( im
r 2 � R1A) � + 2m2

r 2 + k2 mk
r � im

r 0 0
+ R1( im

r vG + ik wG)
R1

@
@r wG

mk
r � + m2

r 2 + 2k2 � ik 0 � 1
r

+ R1( im
r vG + ik wG)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(2.23)
bzw. mit der Substitution � := � + m2

r 2 + k2 + R1( im
r vG + ik wG):

L �� =

0

B
B
B
B
B
B
@

� 1
r � im

r � ik 0 0 0
0 � 1

r 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
� 2( im

r 2 � R1
vG
r ) 0 0 0 0

� 2( im
r 2 � R1A) � + m2

r 2
mk
r � im

r 0 0
R1

@
@r wG

mk
r � + k2 � ik 0 � 1

r

1

C
C
C
C
C
C
A

(2.24)

Bei den beiden, in (2.23) und (2.24), auftretenden Geschwindigkeitspro�len vG und wG

handelt essich um die Geschwindigkeiten desGrundzustandesin azimutaler- bzw. axialer
Richtung. Die L•osung dieser wurde bereits in (1.12),(1.18) explizit angegeben, und soll
deshalbhier nur der Vollst•andigkeit halber angegeben werden:
vG := vCCF (r ) wird gel•ost durch: vCCF (r ) = Ar + B

r (Anmerkung: Es ist auch geadediese
Integrationskonstante A, die in der Matrix (2.24) zu �nden ist.) und
wG := wAP F (r ) mittels wAP F (r ) = Rer 2+ C ln( r )+ D

E . Die Randbedingungenbleiben un-
ver•andert wie aus (2.6) bereits bekannt.

~u(r =
�

1 � �
) =

0

@
0
0
0

1

A (2.25)

~u(r =
1

1 � �
) =

0

@
0
0
0

1

A (2.26)
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Zur Bestimmung der linearen Eigenmoden u(r ); v(r ); w(r ); x(r ); y(r ); z(r ) ist esnun not-
wendig das sechsdimensionaleDi�eren tialgleichungssystem(2.22) aufzuintegrieren. Dies
geschieht hier unter Zuhilfenahme einesvierstu�gen Runge-Kutta-Verfahrens (siehe An-
hang). Dies ist ein allgemeinesVerfahrenzur numerischen L•osungvon Anfangswertproble-
men (AWP), derenAnfangsbedingungenfestgelegtsind. Im hier vorliegendenFall handelt
es sich jedoch um ein Randwertproblem (RWP), dessensechs Randbedingungennur auf
einemTeil desRandesfestgelegtsind.
Das Problem besteht darin, dassf•ur die einzelnenEigenmoden u(r ); v(r ); w(r ) jeweils ei-
ne Randbedingung am inneren und f•ur die jeweilige Eigenmode eine zweite am •au�eren
Zylinder zu erf•ullen ist. Aufgrund der vorliegendenno-slip-Randbedingungen(2.25),(2.26)
m•ussendie Geschwindigkeitseigenmoden u(r ); v(r ); w(r ) auf beidenR•andern also bei r =

�
1� � und r = 1

1� � verschwinden.
Zur L•osungdesRandwertproblemswird dasShooting-Verfahren (sieheAnhang) verwendet.
Das Prinzip diesesVerfahrensberuht darauf, die Randbedingungenam inneren Zylinder-
rand durch geeigneteStartvektoren zu erf•ullen und die DGL (2.22) f•ur verschiedenelinear
unabh•angige Startvektoren aufzuintegrieren. Die hieraus erhaltenen Geschwindigkeitsei-
genmoden werden dann so linearkombiniert, dasssie die Randbedingungenam •au�eren
Zylinder erf•ullen. Explizit bedeutet dies, dass drei linear unabh•angige, komplexwertige
Startvektoren wie z.B.

~X 1jr = r 1 =

0

B
B
B
B
B
B
@

(0; 0)
(0; 0)
(0; 0)
(1; 0)
(0; 0)
(0; 0)

1

C
C
C
C
C
C
A

; ~X 2jr = r 1 =

0

B
B
B
B
B
B
@

(0; 0)
(0; 0)
(0; 0)
(0; 0)
(1; 0)
(0; 0)

1

C
C
C
C
C
C
A

; ~X 3jr = r 1 =

0

B
B
B
B
B
B
@

(0; 0)
(0; 0)
(0; 0)
(0; 0)
(0; 0)
(1; 0)

1

C
C
C
C
C
C
A

; (2.27)

wobei (x; y) := x + iy ; x; y 2 R (2.28)

ben•otigt werden

DieseWahl gen•ugt der Bedingung(2.25).Um aber auch noch (2.26) zu erf•ullen, m•ussendie
durch dasRunge-Kutta-Verfahrenau�n tegrierten Moden am •au�eren Rand nun sokombi-
niert werden,dasssiezusammenNull ergeben. Man erh•alt dasfolgendeSystem,daseszu
l•osengilt:

0

@
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

1

A

�
�
�
�
�
�
r = r 2| {z }

�

0

@
a1

a2

a3

1

A = 0 (2.29)

A

Diesebesitzt genaudann einenichttriviale L•osung,wenn die Determinante der Matrix A
verschwindet. (A = A (R1; R2; Re;m; � ; k))

detA = 0 (2.30)
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Diesist die L•osbarkeitsbedingungdesSystems.Zur Nullstellenberechnung wurdedasNewton-
Raphson-Verfahren (sieheAnhang) verwendet.
Der gewonnene L•osungsvektor (a1; a2; a3)T ist aufgrund der Linearit •at von (2.22) und
der verschwindenden Determinante (2.30), nur bis auf einen Faktor bestimmt, d.h. auch
c(a1; a2; a3)T mit c 2 C ist eineL•osung.•Aquivalent dazukann auch einesder ai frei gew•ahlt
werden.Aus dem verbleibenden2 � 2 Systemsind die beidenanderenai 's durch Invertie-
rung bestimmbar, so dassder Vektor

~X (r ) = a1
~X 1(r ) + a2

~X 2(r ) + a3
~X 3(r ) (2.31)

die lineare Eigenmode desSystemsdarstellt, da er alle Randbedingungenerf•ullt.

Zusammenfassendl•a�t sich festhalten, dassdie tempor•are Entwicklung der Eigenmoden
(also der St•orungen) durch den i.A. komplexenEigenwert � bestimmt werden.Dabei be-
sitzen Real- und Imagin•arteil von � = 
 � i! unterschiedliche Bedeutungen:

Re[� ] = 
 : Wachstumsrate; I m[� ] = � ! : F requenz bzgl: St •orung

Entscheidend,ob eine St•orung mit der Zeit wieder verschwindet oder gem•a� desAnsatz'
(2.13) exponentiell anw•achst, ist der Realteil 
 . Somit kann das System,abh•angig von 

in drei Bereiche unterteilt werden: F•ur 
 < 0 ist das Systemunterkritisch, entsprechend
f•ur 
 > 0 •uberkritisch. F•ur 
 = 0 bezeichnet man dasSystemals marginal stabil.
Die Determinante der Matrix A h•angt von insgesamt acht reellenParameternab, densechs
reelenParameternR1; R2; Re;m; � ; k sowie dem komlexenEigenwert � . Es werden immer
sechs dieserParameter �xiert, um die L•osbarkeitsbedingung(2.30)zuerf•ullen und die zwei
verbleibenden Gr•o�en mittels einesNullstellen�nders (hier: Newton-Raphson-Verfahren)
bestimmt.
Die beidengrundlegendenAufgabenstellungensehenalsowie folgt aus:

1. Ermittlung der marginalenStabilit •atsgrenze(d.h. Re[� ] = 
 = 0):

detA (R1; ! )jR2;Re;k ;m;� ;
 =0 = 0 (2.32)

2. Berechnung der komplexenEigenwerte � :

det A (� )jR1 ;R2 ;Re;k ;m;� = 0 (2.33)
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2.2 Eigen werte

Nachdem die Theorie zur Berechnung der Eigenwerte im vorangegangenenAbschnitt dis-
kutiert wurde, sollen diesenun exemplarisch f•ur verschiedeneStrukturen M , bzw. deren
Moden m berechnet werden. Wie gesehenf•uhrt der allgemeineL•osungsansatz(2.13) der
linearisiertenNSE auf ein Eigenwertproblem, wobei der zeitliche Eigenwert � die entschei-
dendeRolle f•ur die Stabilit •atsanalysespielt. Dieserist f•ur die temporaleEntwicklung einer
St•orung mit der Wachstumsrate
 := Re[� ] und der Frequenzder St•orung ! := I m[� ] ver-
antwortlich. Demzufolgeentscheidet der Eigenwert f•ur leicht •uberkritische Werte dar•uber
ob ein Zustand absolutstabil oder konvektiv- bzw. absolutinstabil ist, worauf in Kapitel 4
n•aher eingegangenwird.

Numerisch ergeben sich die Eigenwerte aus den L•osbarkeitsbedingungen(2.32),(2.33). Im
Folgendensind die mittels (2.33) berechneten Eigenwerte f•ur unterschiedliche Strukturen
M in den Abb. 2.1 - 2.4 dargestellt:

Abbildung 2.1: Re[� (R1)] =

 (R1) der m = 0 Mode desTVF
f•ur � = 0:5; k = kc. Kontrollpara-
meter: R2 = 0; Re = 0

Im einfachsten Fall desTVF ohneDurch
uss Re = 0 sind die zugeh•origen Eigenwerte
rein reell oder treten komplex konjugiert auf, wie in Abb. ( 2.1) gut zu erkennen. Eine
Erkl•arung hierf•ur �ndet sich bei genauererBetrachtung der Gleichung (2.18) mit der zu-
geh•origen Matrix (2.21). Indem man bei dieserdie letzte Zeile mit i multipliziert und die
Transformationenw ! iw, sowie z ! iz darauf anwendet, stellt man fest, dassdie rechte
Seiteder Gleichung rein reell wird, waseineErkl •arung der gefundenenEigenwerte darstellt.
Dabei ist der gr•o�te Eigenwert (hier schwarz), alsogeradederjenige,der verantwortlich f•ur
die Stabilit •atsgrenzeist, im Falle desTVF rein reell. Bei endlichem Durch
uss Re 6= 0 sind
die komplex konjugierten Eigenwert-Paare nur durch Betrachtung beider Durch
ussrich-
tungen mit betragsm•a�ig identischen Durch
 •ussenzu �nden. Die entsprechendeOperation
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bzgl. M 6= 0 Strukturen lauten diesbez•uglich: M ! � M und Re ! � Re Die in den
Abb. 2.1 - 2.4 dargestelltenKurven entsprechen den drei jeweils gr•o�ten Eigenwerten als
Funktion von R1 (schwarz:=gr•o�ter Eigenwert). Wie schon zuvor angesprochen ist der
gr•o�te Eigenwert im Fall desTVF rein reell, w•ahrend die anderenbeidenabschnittsweise
rein reell, bzw. rein imagin•ar sind. F•ur M 6= 0 Strukturen tritt diesestrikte Trennung der
Eigenwerte � in Real- und Imgin•arteil, wie in den Abb. 2.2 - 2.4 zu sehen,nicht mehr
auf. Hierbei sind alle Eigenwerte � komplex. Gleiche farbkodierte Linien bzgl. Real- und
Imagin•arteil in den Abbildungen geh•oren zum gleichen Eigenwert.

In den Abbildungen wurde weiterhin noch die 'Nulllinie' des Wachstumsparameters

eingezeichnet, da der Eigenwert mit dem gr•o�ten Realteil beim Durchgang durch diese
die Stabilit •atsschwelle desGrundzustandsdarstellt. D.h. Eigenmoden zu Eigenwerten mit
Re[� ] = 
 > 0 sind wachstumsf•ahig. Demzufolgemarkiert der Schnittpunkt den jeweiligen
kritischen Wert R1c.

Abbildung 2.2: Re[� (R1)] = 
 (R1) und I m[� (R1)] = ! (R1) der m = 1 Mode
einer L1-SPI f•ur � = 0:5; k = kc. Kontrollparameter: R2 = 0; Re = 0
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Abbildung 2.3: Re[� (R1)] = 
 (R1) und I m[� (R1)] = ! (R1) der m = 2 Mode
einer L2-SPI f•ur � = 0:5; k = kc. Kontrollparameter: R2 = 0; Re = 0

Abbildung 2.4: Re[� (R1)] = 
 (R1) und I m[� (R1)] = ! (R1) der m = 3 Mode
einer L3-SPI f•ur � = 0:5; k = kc. Kontrollparameter: R2 = 0; Re = 0
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2.3 Marginale Stabilit •atskurv en und kritisc he Werte

Im Folgendenwerdendie marginalenund kritischenStabilit •atskurvendesGrundzustandes,
der eine Superposition aus CCF und APF darstellt, so wie prim•ar herausbifurkierende
Strukturen, in Abh•angigkeit der Kontrollparameter, wie Radienverh•altnis � , Durch
uss
Re und •aussererRotationszahl R2 diskutiert.
Die Kurven geben einen •Uberblick bez•uglich desStabilit •atsverhaltensdesGrundzustandes
gegen•uber Taylor-Wirb el TVF und Spiralwirbeln SPI. Hierbei steht k f•ur die axiale,M f•ur
die azimutale,strukturbildende Wellenzahlund m f•ur die verschiedenenangeregtenModen.
DiesesKapitel dient der Gewinnung einesallgemeinen•Uberblicks desStabilit •atsverhaltens
im Taylor-Couette SystemverschiedenerM und deren Verhalten bei •Anderung einzelner
Kontrollparameter, wie z.B. Re,R2. Im folgendenKapitel werden dann, wie zu Anfang
beschrieben, fast ausschlie�lic h L2-SPI und derenEigenschaften untersucht.

2.3.1 Marginale Stabilit •atskurv en

Mittels der L•osbarkeitsbedingung (2.32) k•onnen die sogenannten marginalen Werte be-
rechnet werden,f•ur die der Grundzustandgegen•uber einer entsprechendenSt•orung gerade
noch marginal stabil bleibt. In der folgendenAbb. 2.5 ist die marginale Reynoldszahl
R1;mar g f•ur verschiedeneDurch
usszahlenRe, bei festgehaltenem•au�eren Zylinder R2 = 0
aufgetragen.DieseKurven stellen die sogenannten marginalen Stabilit•atskurven dar. Sie
markieren den Stabilit •atsbereich, was bedeutet, dassSt•orungen oberhalb dieser Kurven
wachstumsf•ahig sind, wohingegensie unterhalb diesermit der Zeit wegged•ampft werden
und verschwinden, sodassder Grundzustandstabil ist. Hierin liegt auch die entscheidende
Bedeutung der linearen Stabilit •atsanalyse.Denn diesemarginalen Kurven, hier gilt ge-
rade 
 = 0, markieren die Bifurkationsschwelle von nichtlinearen L•osungen.Somit bildet
die lineareAnalysedenAusgangspunktf•ur weiterenichlinear, komplexereUntersuchungen.

Externer Durc h
uss Re

In Abb. 2.5a ist deutlich zu erkennen,dasspositive Re beim TVF eine stabilisieren-
de Wirkung auf den Grundzustand besitzt, da sich die Kurven mit zunehmendpositivem
Durch
uss Re > 0 zu gr•o�eren Werten R1;mar g hin verschieben. Vollkommenanaloghierzu
verh•alt sich auch die R1-SPI in Abb. 2.5b. Im Gegensatzzu diesenL•osungentritt die
stabilisierendeWirkung desDurch
ussesbei der L1-SPI in Abb. 2.5cf•ur Durch
usszahlen
Re < 11 noch nicht auf; in diesemBereich wirkt selbigerzun•achst destabilisierend,f•ur
gro�e Werte aber ebenfallsstabilisierend.DieseDestabilisierungist bei Re = 5 deutlich zu
erkennen,indemdie marginaleStabilit •atskurve unter diejenigef•ur Re = 0 verschobenwird.
DieserE�ekt, der unterschiedlichen Auswirkung von Re auf die1-SPI, ist auf die Tatsache
zur•uckzuf•uhren, dassdieseohne Durch
uss in entgegengesetzteRichtungen propagieren
w•urden. Bei Durch
uss liegt somit eine Symmetriebrechung vor. Gen•ugend gro�e Durch-

usszahlen jRej > 20 wirken jedoch auf beide Strukturen stabilisierend. In Abb. 2.5d ist
die Auswirkug desDurch
ussesauf die L2-SPI dargestellt.Wie schon bei der L1-SPI beob-
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H

Abbildung 2.5:Marginale Stabilit •atskurven R1;mar g(k) von M = 0; � 1; 2 Struk-
turen f•ur unterschiedliche Re und � = 0:5, R2 = 0

achtet, sof•uhrt positivesRe zur Destabilisation,diesmalauch f•ur gr•o�ere Re. Desweiteren
ist zu erkennen,dassdie Stabilit •atsschwellen deutlich zu h•oherenR1 verschoben sind. z.B
liegt dasMinimum der marginalenStabilit •atskurve f•ur M = 2 bei R1 � 130,was fast dem
doppelten Wert desMinimums f•ur M = 1 bei R1 � 75 entspricht.

Abb. 2.6 die Bifurkationsschwellen R1;mar g(Re) von TVF, 1-SPI Strukturen mit fester
Wellenzahlk = 3:927als Funktion desKontrollparameters Re. Die M = 0 Schwelle (blau)
zeigt im wesentlichen ein quadratischesAnwachsverhalten mit dem Durch
uss Re. Ebenso
ist in den beidenanderenL•osungenM = � 1 ein parabolischesVerhalten erkennbar, wobei
das Minimum der Schwellen zu betragsm•a�ig gr•o�eren Re hin verschoben ist. Im Fall der
L1-SPI (orange)bedeutetdiesbeispielsweise,dassdie zugeh•orige Kurve f•ur kleine positive
Re > 0 zun•achst abf•allt, um f•ur weiter steigendeRe > 0 wieder anzuwachsen.

Es ist deutlich zu erkennen,dassdie L1-SPI Schwelle f•ur Re ! � Re das Spiegelbild
der R1-SPI Schwelle darstellt. DieseSpiegelsymmetriegilt ganzallgemeinf•ur alle Struktu-
ren M � 1. Kleine Re destabilisierenden CCF-APF Zustand (Grundzustand) gegen•uber
Spiralendie in Richtung desDurch
ussespropagieren.Gleichzeitig stabilisierensiediesen
aber auch gegen•uber Spiralen, welche gegenden Durch
uss propagieren.F•ur kleine bis
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Abbildung 2.6: Bifurkationsschwellen R1;mar g(Re) von TVF, 1-SPI; R2 = 0,
k = 3:927, � = 0:5

mittlere Durch
 •usse� 20 � Re � 20 bifurkiert der TVF bei wachendem R1 als erstes
aus dem Grundzustand heraus.Dieses•andert sich jedoch f•ur gr•o�ere Re, da die Kurve
der Bifurkationsschwelle der TVF mit zunehmendemRe gegen•uber jener der SPI st•arker
anw•achst. Hinter dem Schnittpunkt Re > 21 dieserbeidenKurven wechselt die Bifurkati-
onsfolgeund esentstehen zuerst (stabile) Spiralstrukturen ausdem Grundzustand.

Bei gegenrotierendem Aussenzylinder

In Abb. 2.7 sind die marginalenStabilit •atskurven der ReynoldszahlenR1 unterschied-
licher L•osungenM f•ur verschiedeneGegenrotationszahlenR2 des •au�eren Zylinders bei
festem Radienverh•altnis � = 0:7 aufgetragen.Im Allgemeinen liegen die Kurven f•ur be-
tragsm•a�ig kleine R2 unterhalb derer f•ur betragsm•a�ig gro�e. Dies bedeutet, dass der
Grundzustandbei einergegebenenWellenzahlk mit Zunahmeder Rotation R2 des•au�eren
Zylinders, weniger`anf•allig` bez•uglich St•orungenwird; d.h. er wird stabiler. Eine Ausnah-
mestellt jedoch der •UbergangR2 ! 0 dar: F•ur gr•o�ere Wellenzahlenk > 6 (vgl. Abb. 2.7a
bei k � 6:5) wird der Grundzustandabh•angigvon der betrachteten Struktur instabiler ge-
gen•uber St•orungen.Eine Verkleinerungvon R2 und die damit verbundeneMinderung der
•au�eren Rotationsfrequenz
 2 wirkt zun•achst destabilisierend.F•ur R2 < � 50 aber erneut
stabilisierend.

Weiterhin zeigt Abb. 2.8 welche L•osungenM bez•uglich einer St•orung linear instabil
werden.Hierzu sind nun bei unterschiedlichenR2 die marginalenKurveneinzelnerStruktu-
ren M gegeneinanderaufgetragen.F•ur R2 > � 100wird mit wachsendemR1 zuerst jeweils
die M = 0 L•osunginstabil (Abb. 2.8a,b). Die Sabilit•atsgrenzender •ubrigen Strukturen
(M > 0) liegen bei h•oherenReynoldszahlenR1. Gleiches gilt auch f•ur gr•o�ere R2, aller-
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Abbildung 2.7: Abh•angigkeit der marginalenStabilit •atsgrenzenR1;mar g(k) ver-
schiedenerStrukturen M , f•ur unterschiedliche R2; � = 0:7, Re = 0

dingserst f•ur ebenfallsgr•o�ere k Werte. Soz.B. bei R2 = � 100(Abb. 2.8c).Hier wird f•ur
kleine k Werte (k < 5:5) zuerst M = 1 und erst danach die M = 0 Struktur instabil. Bei
noch st•arkeren GegenrotationenR2 < � 150 k•onnen sogarnoch h•ohereM Strukturen als
erstesinstabil werden.So z.B. besitzt, wie in Abb. 2.8d zu sehen,die L2-SPI im Wellen-
zahlbereich 2:9 < k < 4:9 die niedrigsteStabilit •atsgrenze.Insgesamt bleibt festhalten,dass
mit Zunahme der Gegenrotatondie Wellenzahl k, ab welcher zuerst die M = 0 L•osung
instabil wird, ebenfallsanw•achst.
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Abbildung 2.8: Marginale Stabilit •atsgrenzenR1;mar g(k) unterschiedlicher R2, f•ur verschie-
deneStrukturen M . Kontrollparameter: � = 0:7, Re = 0

Wie bereits gesehen,haben sowohl der Durch
uss Re, als auch die Rotation desAu-
�enzylinders R2 erheblichen Ein
u� auf die Stabilit •at des Grundzustandesbez•uglich L-,
R-SPI und TVF. Hierzu sind in Abb. 2.9 die Bifurkationsschwellen R1;mar g(R2; Re) der
L1-SPI (orange),R1-SPI (rot) und TVF (blau) aufgetragen.Zudemwurden dieseBifurka-
tionsschwellen noch auf die (Re;R2) Ebeneprojiziert, wie in Abb 2.10zu sehen.

Es l•a�t sich feststellen,dassein zunehmenderpositiver Durch
uss, unabh•angig von der
jeweiligen Struktur, die Bifurkationschwelle R1;mar g(Re;R2) im Allgemeinen nach oben
verschiebt. Dies geschieht jedoch f•ur die einzelnenStrukturen unterschiedlich stark. Dem-
zufolgeresultieren unterschiedliche Bereiche (A; B ; C), in denensich die Reihenfolgeder
Bifurkationsschwellen •andern. Die Trennung dieserGebietefolgt mittels der Schnittkurv e
(schwarzeLinie in Abb. 2.9, 2.10)der zwei jeweils am tiefsten liegendenEbenen,wodurch
sich die folgendendrei Bereiche mit entsprechendenReihenfolgender Stabilit •aten ergeben.

(A) L � SPI ) TVF ) R � SPI

(B) L � SPI ) R � SPI ) TVF

(C) TVF ) L � SPI ) R � SPI



26 KAPITEL 2. LINEARE STABILIT •ATSANAL YSE

R2
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R

B

C
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Abbildung 2.9: Bifurkationsschwellen R1;mar g(Re;R2) von TVF und 1-SPI in
Abh•angigkeit von Re und R2; k = 3:827, � = 0:5 [38]

(A) stellt hierbei den deutlich gr•o�ten Bereich dar, insbesonderef•ur betragsgro�e R2 und
gro�e Re. Der Bereich (B), der wie in der Abb. 2.9, 2.10 deutlich zu erkennen, den
kleinsenAnteil besitzt, ist bei kleinen Re und betragsgro�enR2 angesiedelt.Schlie�lic h ist
der Bereich (C) durch vorwiegendpositiveRotationszahlenR2, sowie kleinebis mittelgro�e
Re ausgezeichnet.

Betrachtet man nun die Struktur f•ur eine fest vorgegebenesR2, d.h. man macht einen
Schnitt in der (R1; Re) Ebene aus Abb. 2.9, so �ndet man das Anwachsverhalten von
R1;stab(Re) in Abh•angigkeit von Re, wie bereits zuvor diskutiert (z.B. Abb. 2.6). So de-
stabilisiert f•ur kleine Re und R2 (Bereich C) der Grundzustandals ersetesgegen•uber dem
TVF. Dies •andert sich jedoch f•ur stark gegenrotierendeZylinder (gro�e jR2j).
In diesemFall verl•auft die Bifurkationsschwelle der L1-SPI unterhalb derer f•ur den TVF
(Bereich B). Auch die bereits zuvor angesprochene,durch schwachen Durch
uss bedingte,
Aufhebung der L- und R-SPI Entartung l•a�t sich erkennen. Dieser f•uhrt bei positivem
Durch
uss zu einer Pr•aferenzder L-SPI. Wird der Durch
uss zunehmenderh•oht, so ver-
ringert sich die GegenrotationenR2, die notwendig ist, um die L-SPI Pr•aferenzaufrecht zu
halten (Grenzezw. den Bereichen (A) und (C)). Ab einemRe & 26 (vgl. Abb. 2.10linker
Rand) verschwindet dieseschlie�lic h vollkommen, so dassdie L-SPI L•osungals erste aus
dem Grundzustand herausbifurkiert.
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R2

Re

B

A

C

Abbildung 2.10: Projektion der in 2.9 zu sehenenBifurkationsschwellen
R1;mar g(Re;R2) in die (R2; Re) Ebene.Eingezeichnete Linien entsprechen Iso-
linien (TVF: blau, L1-SPI: orange, R1-SPI: rot) der Bifurkations
 •achen im
Abstand � R1 = 20; schwarze Linie markiert den •Ubergangder zuerst instabil
werdendenStruktur. k = 3:827, � = 0:5 [38]
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Abh •angigk eit vom Radien verh •altnis �

Als letzte Untersuchung der Auswirkungen bei •Anderungender Systemgeometrieauf
das System wurde die lineare Stabilit •atsanalysebei variierenden Radienverh•altnissen �
durchgef•uhrt. Eine Verringerung des � Wertes bedeutet, dassder innere Radius kleiner
wird, wohingegendieserbei Vergr•o�erung anw•achst. Es ist dabei zu erw•ahnen, dassdie
Spaltbreite aufgrund der verwendetenEntdimensionalisierung(Skalierung der L•angenein-
heiten mit Spaltbreite d) immer konstant einsbetr•agt.
In Abbildung 2.11 sind die entsprechendenmarginalen Stabilit •atskurven R1;mar g(k) un-
terschiedlicher Strukturen M = 1::5 bzgl. � aufgetragen.Im Fall desTVF und der L1-SPI
zeigt sich mit zunehmendem� einestetigeStabilisierung,indemsich die � abh•angigenKur-
venohne •Uberschneidungennach obenverschieben.Aber bereitsbei der L2-SPI •andert sich
diesesStabilit •atsverhalten. Bei dieserStruktur destabilisiert die � Zunahme den Grund-
zustand zun•achst (0:65 < � < 0:7), bevor sie f•ur gr•o�ere � erneut stabilisierendeWirkung
besitzt. DiesesVerhalten der anf•anglichen Destabilisation ist auch bei den •ubrigen Struk-
turen erkennbar, wie im EinzelnendenGraphiken entnommen werdenkann. F•ur gen•ugend
gro�e k (weit entfernt von denkritischen kc, z.B. M = 3: k > 8:4) besitzt die Zunahmevon
� duchweg einestabilisierendeWirkung auf den Grundzustand,d.h Kurven zu gr•o�eren �
liegenimmer oberhalb derer zu kleineren� .

Aus den Abbildungen 2.12, in denendie marginalen Stabilit •atskurven R1;mar g(k) un-
terschiedlicher Strukturen M f•ur festes� und Re = 0 aufgetragensind, erkennt man,
dassdie verschiedenenL•osungennacheinandergem•a� ihrer Strukturwellenzahl M insta-
bil werden, d.h. zuerst M = 0, dann M = 1 usw. Mit zunehmendem� verschieben sich
die Minima der Kurven und somit die kritische Wellenzahl kc zu h•oherenWerten. Diese
Verschiebung der kritischen Werte ist •ahnlich zu der schon bei auferlegtemDurch
uss Re
und steigenderGegenrotationR2 des•au�eren Zylinders diskutierten. Besondersau�allend
ist, dasssich f•ur gro�e � , � ! 1; � = r 1

r 2
die marginalenStabilit •atskurven zu sehrhohen

Werten verschieben; d.h. je kleiner der Abstand d = r 2 � r1 zwischen den beiden Zylin-
dern destowenigeranf•allig ist der Grundzustnd gegen•uber •au�eren St•orungen.Als letztes
sind in Abb. 2.13noch exemplarisch die marginalenStabilitskurven f•ur die verschiedenen
Strukturen M = 0; 1; 2 bei variierendemRadienverh•altnis � aufgetragen.
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Abbildung 2.11:Marginale Stabilit •atskurven R1;mar g(k) verschiedenerStruktu-
ren M f•ur verschiedene� ; R2 = 0, Re = 0.
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Abbildung 2.12:Marginale Stabilit •atskurven R1;mar g(k) verschiedenerStruktu-
ren M bei jeweils �xiertem Radienverh•altnis � ; R2 = 0, Re = 0.

Abbildung 2.13: Marginale
Stabilit •atskurven R1;mar g(k)
verschiedener Strukturen
jM j = 0; 1; 2 bei variie-
rendem von � f•ur feste
Wellenzahl k = 3:927. Kon-
trollparameter: R2 = � 150,
Re = 0
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2.3.2 Kritisc he Werte

Externer Durc h
uss Re

Das Minimum der jeweiligen marginalen Stablit •atskurve (vgl. z.B. Abb. 2.5) stellt
geradeden Punkt (kc; R1c) dar, bei dem die St•orung mit der niedrigsten Reynoldszahl
R1 wachstumsf•ahig wird. Diese St•orungen werden als kritische Moden bezeichnet. Die
zugeh•origen Werte sind die kritischen Werte kc, R1c, ! c. Sie sind also unmittelbar durch
Berechnug desMinimums aus den marginalen Stabilit •atskurven zug•anglich. Zunehmende
Durch
usszahlenRe zeigenanalogzu denmarginalenStabilit •atskurven einestabilisierende
Wirkung. Im Allgemeinenl•a�t sich f•ur 1-SPI festhalten:

R1c(Re > 0) > R1c(Re = 0)

Symmetrieb eziehungen

Zur Untersuchung der SymmetriendesSystemswerdendie kritischen Werte f•ur Durch-

 •usseRe von � 20 bis 20 bestimmt. Die Ergebnissebzgl. der kritischen Frequenzen! c

sind in Abb. 2.14 dargestellt. F•ur den einfachsten Fall des TVF ergeben sich folgende
allgemeineSymmetriezusammenh•ange:

R1c(� Re) = R1c(Re); kc(� Re) = kc(Re); � ! c(� Re) = ! c(Re)

Abbildung 2.14:Kritische Frequenzen! c(Re) als Funktion von Re f•ur verschie-
dene R2 bei festem � = 0:5. links: TVF; rechts: 1-SPI. Hierbei sind nur die
Ergebnissef•ur positive Re aufgetragen,die entsprechendenWerte f•ur negative
ergeben sich ausden Symmetrieoperationen (Re ! � Re und M ! � M ).

In der Abb. 2.14ist ein deutlicher linearer Zusammenhangder kritischen Frequenz! c

bez•uglich desDurch
ussesRe feststellbar.In Abb. 2.14bwurdennur die ermittelten ! c f•ur
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Abbildung 2.15:Vergleich der Gruppen- wg(Re) und Phasengeschwindigkeiten
wph(Re) der 1-SPI bei Variation von Re f•ur unterschiedliche R2 f•ur � = 0:5

positive Re, sowohl f•ur die L1-SPI, als auch die R1-SPI aufgetragen.Die entsprechenden
Werte im Bezugauf negativeDurch
usszahlenRe < 0 erh•alt mandurch die entsprechenden
Symmetrieoperationen Re ! � Re und M ! � M , welche durch seperate Berechnung der
einzelnenL•osungen•uberpr•uft wurde. Anschaulich gesprochen bedeutetdies,dassman die
! c der L1-SPI bei negativem Re < 0, aus denjenigender R1-SPI f•ur positivesRe > 0 (in
Abb. 2.14b erh•alt, indem man diese,sowohl um die Re = 0 Achse,wie auch die ! = 0
Achseum 180� rotiert. Desweiteren sind die zugeh•origen Nulldurchg•ange! c(Re = 0) der
kritischen Frequenzender unterschiedlichen L•osungensichtlich gegeneinanderverschoben.
Geht dieserbeim TVF (Abb. 2.14a) noch durch den Ursprung, so ist er bei der R1-SPI
nach rechts und bei L1-SPI nach links verschoben (vgl. Abb. 2.14b). Im Fall M = 0
liegen somit Ursprungsgeradenmit Punktsymmetrie vor. In den beiden anderen F•allen
gilt aber o�ensichtlich ! c(Re = 0) 6= 0. Bei der L1-SPI sind die kritischen Frequenzenzu
positiven und bei R1-SPI entsprechend zu negativen Werten hin verschoben. Letztendlich
sind diesenichtverschwindenden! c die Grundlagedaf•ur, dassder Durch
uss Rebeim TVF
eineBewegungder gesamten Struktur in axialer Richtung verursacht.

2.3.3 Systemsp ezi�sc he Geschwindigk eiten

Nun soll auf die im vorherigen Abschnitt bereits angesprochene Dynamik im einzelnen
etwas n•aher eingegangenwerden. Hierzu ist es wichtig zwischen den beiden, die L•osung
spezi�zerenden Geschwindigkeiten zu unterscheiden. Diese sind die sogenannte Phasen-
geschwindigkeit wph und dei Gruppengeschwindigkeit wg

1, erhalten aus der Dispersions-
relation ! (k). Die Gruppengeschwindigkeit wg ist die Geschwindigkeit, mit der sich eine
'Gruppe' von Wellen, d.h. ein Wellenpaket, als Ganzesdurch das System bewegt. •Ubli-

1in Anlehnung an das in axialer Richtung verlaufendeGeschwindigkeitsfeld w; i.A. werden diesein der
Literatur zumeist mit vph ; vg bezeichnet.



2.3. MARGINALE STABILIT •ATSKURVEN UND KRITISCHE WERTE 33

Abbildung 2.16: Absolutbe-
tr •ageder Gruppen- jwg(Re)j
und Phasengeschwindig-
keiten jwph(Re)j der 1-SPI
bei Variation von Re f•ur
unterschiedliche R2 f•ur
� = 0:5

cherweisebezieht sich dieseauf einencharakteristischen Punkt desPaketeswie z.B. deren
Maximum oder etwa dasMinimum zwischenzwei solcher Wellenpakete (vgl. Abb. 4.2). An
dieserStellesoll nur ein kurzer Abriss •uber dasVerhaltender beidenGeschwindigkeiten f•ur
1-SPI gegeben werden, da insbesondereauf wg, als ein Koe�zien t der Ginzburg-Landau-
Gleichung f•ur 2-SPI in Abschnitt 3.1.4noch n•aher eingegangenwird.

Zuerst sollendie Geschwindigkeiten, f•ur unterschiedliche R2 bei Variation von Re unter-
sucht werden.Die Phasengeschwindigkeiten wph sind dabei unmittelbar ausdemVerh•altnis
von Frequenz! und Wellenzahlk an der kritischen Stelle zug•anglich.

wph =
!
k

�
�
�
c

Um jedoch die jeweilige Gruppengeschwindigkeit wg zu erhalten m•ussendie partiellen
Ableitungen der Frequenzen! (die noch eineAbh•angigkeit von k, R1;mar g und Re besitzen)
nach der zugeh•origen Wellenzahlk bestimmt und dieseam zugeh•origen kritischen Wert kc

ausgewertet (vgl. Abschnitt 3.1.2) werden.

wg =
@! (k; R1;mar g(k); Re)

@k

�
�
�
�
c

In Abbildung 2.15sindGruppen-wg(Re) und Phasengeschwindigkeiten wph(Re) in Abh•angig-
keit von Re dargestellt.BeideGeschwindigkeiten zeigenin dembetrachteten Durch
ussbe-
reich 0 � Re � 20(8R2) ein linear, monotonesAnwachsverhalten. Im Fall der L1-SPI (Abb.
2.15a) gilt f•ur den gesamten Durch
ussbereich wph(Re) > wg(Re). Ein wichtiger Unter-
schied dazu liegt bei verschwindendemDurch
uss vor, da hier die Gruppengeschwindigkeit
wg(Re = 0) t 0 betr•agt, wohingegenwph(Re = 0) 6= 0 gilt, was auf die zuvor bereits
angesprochene,nicht verschwindendeFrequenzbei Re = 0 f•ur M 6= 0 Strukturen zur•uck-
zuf•uhren ist (vgl. Abb. 2.15a).Mit sinkendemR2 < 0 nimmt die Steigungder einzelnen
Geradenab (Einzige Ausnahmestellt wph(R2 = � 100) dar). In Abb. 2.15aist erkennbar,
dassim Gegensatzzu den Phasen-nicht alle Gruppengeschwindigkeiten positiv sind (vgl.
R2 = � 150).Diesist ein Indiz daf•ur, dasseinekleineSt•orung zun•achst in negative und erst
sp•ater in positive Durch
ussrichtung propagiert, was im Zusammenhangmit konvektiver-
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und absoluter Instabilit •at in dem sp•ateren Kapitel 4 noch genauerdiskutiert werdensoll.
Im Nulldurchgangder Gruppengeschwindigkeit wg(Re) = 0 bei endlichempositivenDurch-

uss Re > 0 liegt eineInstabilit •at vor, derenSchwerpunkt im Ursprung verharrt. •Ahnliches
gilt auch f•ur die Gruppengeschwindigkeiten der R-SPI wie Abb. 2.15bentnommenwerden
kann. Au�allend ist weiterhin, dassdie Phasengeschwindigkeiten wph(R2 = 50) bei posi-
tiven R2 im gesamten Durch
ussbereich deutlich oberhalb der f•ur negative R2 liegen.Die
•ubrigen Phasengeschwindigkeiten wph •andern jedoch abh•angigvon R2 ihre Reihenfolgebei
Zunahmevon Re. St•arkereGegenrotationenbedingeneinegeringereSteigungder Geraden
im Bezug auf die Phasengeschwindigkeiten wph. Entgegen der Phasengeschwindigkeiten
wph ist im Fall der Gruppengeschwindigkeiten wg die zugeh•orige Geradef•ur positive R2

wg(R2 = 50) nicht von den •ubrigen abgesetzt.Aber auch bei diesenist, •ahnlich wie zu-
vor bei wph, eine •Anderung in der Abfolge der wg abh•angig von R2 zu erkennen.So ist
z.B. wg(R2 = � 150) bei Re = 0 die Gr•o�te der betrachteten wg, ab Re ' 15 aber sogar
die Kleinste. In Abb. 2.16 sind die Absolutbetr•age jwph(Re)j und jwg(Re)j im interes-

Abbildung 2.17: Gruppen- wg(Re) und Phasengeschwindigkeiten wph(Re) der
1-SPI bei Variation von Re f•ur unterschiedliche R2; � = 0:5

santeren Fall der R1-SPI, da hier der positiv auferlegteDurch
uss, der ohne Durch
uss
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vorhandenenbevorzugten Propagationsrichtung entgegenwirkt, (vgl. Abb. 2.15b) zu se-
hen.In Abb. 2.15a(L1-SPI) sind die Geschwindigkeiten im untersuchten Durch
ussbereich
0 < Re < 20positiv, wohingegendie wph in Abb. 2.15b(R1-SPI) erst, in Abh•angigkeit von
der betrachteten R2 < 0, f•ur hinreichendgro�e Re ebenfallsin positiver Durch
ussrichtung
propagieren.So ist z.B. bei R2 = 50 ist die Phasengeschwindigkeit wph betragsm•a�ig bis
zu Re � 6:5 die gr•o�ere der beidenGeschwindigkeiten. Erst dar•uber gewinnt die Gruppen-
geschwindigkeit wg die 'Oberhand'. Der Gra�k kann weiterhin entnommen werden, dass
sich gleiches Verhalten auch bei anderenR2 zeigt. Nach Abb. 2.16 verschiebt sich der
Schnittpunkt der Absolutbetr•age von Phasen-und Gruppengeschwindigkeit bei steigen-
dem R2 zu kleinerenRe verschiebt. Wie ebenfalls in den beidenAbb. 2.15a, 2.15bgut zu
erkennenist, laufen die Geradender wg mit anwachsendemRe > 0 (untersuchter Bereich:
� 20 � Re � 20) auseinander,diejenigender wph aber eindeutig aufeinanderzu. •Ahnli-
cheszeigt sich auch bei seperater Betrachtung der Gruppengeschwindigkeiten der 1-SPI,
die zusammenmit denentsprechendenPhasengeschwindigkeiten f•ur unterschiedliche R2 in
Abbildung 2.17zu sehensind.
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Abbildung 2.18: Verh•altnis von Phasen-und Gruppengeschwindigkeit vph

vg
der

L1-SPI bei Variation von Re f•ur unterschiedliche R2. � = 0:5

Die Geradender wph (gestricheneLinien) verlaufen hierbei ann•ahernd parallel, wobei
diejenigender wg (durchgezogeneLinien) doch eindeutig aufeinanderzulaufen.Ein weite-
resMerkmal ist auch hierbei die unterschiedliche Steigungder Geradenbzgl. wph und wg.
Dies ist beondersim Fall R2 = � 50 gut zu sehen.Als letztes wurde in Abbildung 2.18
einmal explizit dasVerhltnis vph

vg
der L1-SPI gegenRe (exemplarisch f•ur einigeWerte) dar-

gestellt. Es ist mit zunehmendemDurch
uss ein eindeutigesasymptotischesVerhalten zu
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Abbildung 2.19: Kritische
Werte,R1;c, Tc, kc verschiede-
ner SpiralenM in Abh•angig-
keit von R2. � = 0:64,Re = 0

erkennen,wasbedeutet,dasssich zwischen wph(Re) und wg(Re) einekonstanter Wert ein-
stellt. Im Fall kleiner Re lassendie KurveneinedeutlicheVariation im Verh•altnis erkennen.

Bei gegenrotierendem Au�enzylinder

Um die Abh•angigkeit der kritischen Werte bzgl. GegenrotationR2 < 0 des•au�eren Zy-
linders zu untersuchenwurdenR1;c bzw. Tc und festem� = 0:64 f•ur die einzelnenL•osungen
M = 0::4 bei variierendemR2 berechnet. Die Ergebnissesind in Abb. 2.19 zu sehen.In
Abb. 2.19aist deutlich zu erkennen,dassf•ur R2 < � 145zuerstdie L2-SPI (gr•un) und erst
danach die L1-SPI (rot) instabil wird. F•ur � 145 < R2 < � 75 wird hingegendie L1-SPI
als erste wachstumsf•ahig und schlie�lic h f•ur R2 > � 75 als erstesder TVF (schwarz). Bei
betragsm•a�ig noch gr•o�eren R2 k•onnen ebenfalls die h•ohere L•osungenM � 4 als erste
wachstumsf•ahig werden.

� Abh •angigk eit

Wie schon im Fall der marginalenKurven geschehen,soll an dieserStellenoch kurz auf
den Ein
u� desRadienverh•altnis � auf die kritischen Werte eingegangenwerden. Hierzu
wurden � -Werte zwischen 0:1 und 0:99 betrachtet und f•ur diesedie jeweiligen kritischen
ReynoldszahlenR1;c, bzw. die kritische Taylorzahl Tc, wie auch die •ubrigen kritischen
Werte kc, ! c bei unterschiedlichen Durch
 •ussenermittelt. In Abbildung 2.20a ist eine
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Abbildung 2.20:Kritische Werte, Tc, kc, ! c f•ur TVF und 1-SPI in Abh•angigkeit
von � . Kontrollparameter: R2 = 0, Re = 1, (inklusive eingetragenerReferenz-
daten)

deutliche Abnahme der kritischen Taylorzahl Tc mit zunehmendem� zu erkennen. F•ur
niedige � -Werte (0.1..0.3) ist dieseAbnahme sehr stark, wobei sich f•ur gro�e � ! 1 ein
asymptotischesVerhalten zeigt.

•Ahnlich der kritischen ReynoldszahlR1c nimmt auch die kritische Wellenzahlkc (siehe
Abb. 2.20b) mit Zunahme von � ab. Auch hierbei ist ein asymptotisches Verhalten f•ur
� ! 1 zu erkennen.Als letzter der kritischen Werte bleibt noch die kritische Frequenz! c

zu untersuchen. Wie schon die beiden diskutierten Gr•o�en weist auch dieseeine fallende
Monotonie auf (Abb. 2.20c,d), die sich f•ur gro�e � ebenfalls asymptotisch verh•alt. Hier-
bei ist jedoch beim TVF darauf zu achten, dassohne Durch
uss, d.h bei Re = 0, eine
station•are Instabilit •at vorliegt und somit die Frequenzbei allen Radienverh•altnissen� ver-
schwindet. Zur •Uberpr•ufung der ermittelten Kurven wurden diesemit Referenzwerten f•ur
TVF aus der Diplomarbeit von Arth ur Rektenwald, [28] sowie anderenLiteraturw erten
verglichen. DieseReferenzwerte wurden in der Abbildung 2.20 zus•atzlich durch Kreuze
mit aufgenommen.Zudemwurde bei einigenwillk •urlich ausgew•ahlten Werten (sieheKrei-
se in Abb. 2.20) eine genauereUntersuchung bez•uglich der Abweichung der numerisch



38 KAPITEL 2. LINEARE STABILIT •ATSANAL YSE

ermittelten Werte mit Referenzwerten durchgef•uhrt.
Die expizite Berechnung der willk •urlich ausgew•ahlten Punkte (vgl. Abb. 2.20a) bei Be-
rechnung der Taylorzahl ergabbei � = 0:1 eineauf zwei Nachkommastellengenaue•Uber-
einstimmung mit den Referenzwerten. F•ur gr•o�ere � = 0:4 und � = 0:8 verbessertesich
dieseauf 3 bzw. 5 Nachkommastellen,wassich mit der vorhandenenAsymptotik der Kur-
ven bei � ! 1 erkl•aren l•a�t. Auch ein Abgleich der Werte bzgl. der Frequenzen! , wie
auch der Wellenzahlenergab eine bis auf 4 Nachkommastellengenau •Ubereinstimmung
mit den entsprechendenReferenzwerten. Zudem wurde auch noch ein Vergleich mit wei-
teren Literaturw erten ref. [32] herangezogen,wobei die Genauigkeit dieserWerte ebenfalls
gut reproduziert werdenkonnte. Esseinochmalserw•ahnt, dassbei Literaturv ergleichenauf
die jeweilige De�nition der Taylorzahl, aufgund unterschiedlicher verwendeter Entdimen-
sionalisierungen,zu achten ist. Eine oft in der Literatur [20] verwendeteDe�nition lautet:

TLit =
(1 � � )(1 + � )

2� 2
R1

2

Somit ergibt sich folgendeUmrechnungsformelzu der in dieserArbeit verwendetenTay-
lorzahl T

TLit =
2�

1 + �
T

Nach diesemVergleich wurdendie entsprechendenWerte nun auch f•ur die L1-SPI ermittelt,
die zur besseren•Ubersichtlichkeit aber bereits in die Abbildung 2.20 mit aufgenommen
wurden. Es ist in allen F•allen zu erkennen,dassdie entsprechendenKurven der L1-SPI,
insbesonderef•ur kleine � , deutlich oberhalb derer der M = 0 L•osungzu liegen kommen.
Betrachtet man zum Beispiel die Variation der kritischen Wellenzahlkc, so liegt dieseim
Bereich der betrachteten � = 0:1::0:99) im Fall der M = 0 etwa 4:5 Prozent, was einer
absoluten•Anderungder kritischenWerte von � kc = 0:20931entspricht. Wie in Abb. 2.20b
zu sehenwird die Variation dieserGr•o�enordnung im Fall der M = 1 SPI bereits bei �
Werten zwischen 0:5 und 0:99erreicht, sodasssich die Gesamtvariation deutlich von denen
der niedrigerenM = 0 L•osungabsetzt.

Die kritischen Frequenzenweisen im Vergleich zu den kritischen Wellenzahleneine
st•arkereAbh•angigkeit vom Radienverh•altnis auf. Bereits bei M = 0 (Abb. 2.20d) ist eine
Variation von knapp 15 Prozent erkannbar. Diesewird jedoch im Falle der L1-SPI um eini-
ge Gr•o�enordnungen •ubertro�en, wie in Abb. 2.20ddargestellt. Hierbei ist die ge•anderte
Skala bzgl. ! zu beachten.
Im Wesentlichen lassensich die folgendenMekmaleder � Abh•angigkeit festhalten:
Sowohl im Fall desTVF, wie auch f•ur die 1-SPI ist eineAnwachsender betrachteten kri-
tischen Werte bei Abnahme des Radienverh•altnisses � feststellbar. Umgekehrt tritt bei
� ! 1 asymptotisches Verhalten auf. Der wichtigste Unterschied bzgl. TVF und 1-SPI
besteht in der Variation der kritischen Werte in dem betrachteten � Bereich, die sich, wie
zuvor angesprochen, um einigeGr•o�enordnungenunterscheiden.
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H

Abbildung 2.21:KritischeBi-
furkationsschwellen R1c(R2)
der M = 0; � 1; � 2 Struktu-
ren als Funktion von R2 und
Re = 0; � = 0:5

Abbildung 2.22: Bifurkati-
onsschwellen R1(Re) von
TVF und 1-SPI bei Varition
von Re f•ur ausgew•ahl-
te R2 (vgl. Abb. 2.21),
k = kc(M ; R2; Re), � = 0:5.

2.3.4 Bifurk ationssc hwellen

Im Hinblick auf das folgendeKapitel ist eswichtig eine Vorstellung der Bifurkationeigen-
schaften im Taylor-Couette-Systemzu gewinnen.Geradebei diesenvollzieht sich ein Sta-
bilit •atswechsel ausdem Bereich absoluter Stabilit •at •uber einemsogenannten konvektiver-
bis hin zur absolutenInstabilit •at. Auf diesenSachverhalt wird in Kap. 4.1 genauereinge-
gangen.
Im Folgendensollendie Abh•angigkeiten der kritischen ReynoldszahlenR1;c und die daraus
resultierendenreduziertenkritischen Bifurkationsschwellen � c bei unterschiedlichen axialen
Durch
 •ussenRe untersucht werden. Zur Kontrolle der eigenenMesswerte werden hierzu
zun•achst die bereits in der Literatur [32] bekannten Ergebnissebzgl. Taylorwirbel TVF,
sowie 1-SPI reproduziert und deren Genauigkeit •uberpr•uft. Dies ist wichtig, um die vom
Code geliefertenDaten zu veri�zieren, da sp•ater (4.4) die entsprechendenFit-P arameter
der M = � 2 Strukturen ermittelt werden.

Abbildung 2.21zeigt die kritischen Bifurkationsschwellen R1c(R2) der M = 0; � 1; � 2
SPI ohneDurch
uss Re = 0 f•ur unterschiedliche GegenrotationszahlenR2. Vertikale Lini-
en in Abb. 2.21 markieren GegenrotationszahlenR2 = � 150, R2 = � 75 und R2 = 0 f•ur
die in Abb. 2.22exemplarisch der Ein
uss desDurch
usses Re auf die jeweilige Schwelle
R1(Re) dargestellt ist. Die schon im Abschnitt 2.3.2erkl•arte Symmetrieder L- und R-SPI
auf Inversion desDurch
usses Re ! � Re ist in Abb. 2.22 deutlich zu erkennen,so dass
von nun an nur noch positive Durch
 •usseRe > 0 in Betracht gezogenwerden.

Die numerischen Resultate der linearen Stabilit •atsanalysedesGrundzustandesgegen•uber
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Abbildung 2.23: Reduzierte Bifurkationsschellen � c(Re) von TVF und 1-SPI
(a,b,d), bzw. kritische Werte R1c(Re) (c) unterschiedlicher R2. � = 0:5

M = 0; � 1 Strukturen sind in Abbildung 2.23 aufgetragen.Exemplarisch ist hierbei in
Abb. 2.23cf•ur die R1-SPIM = � 1 die kritischenReynoldszahlenR1;c(Re) in Abh•angigkeit
desDurch
ussesRe dargestellt. In den •ubrigenF•allen sind jeweilsnur noch die reduzierten
kritischen Bifurkationsschwellen � c(Re) zu sehen,die mittels

� c =
R1;c(Re)

R1;c(Re = 0)
� 1 (2.34)

zu erhalten sind. Abb. 2.23b,d der zugeh•origen 1-SPI gibt die zuvor angesprocheneSym-
metrie bzgl. Re sehr gut wieder. Um dies noch einmal zu veranschaulichen sind in Abbil-
dung 2.24die reduziertenkritischenBifurkationsschwellen � c(Re) der einzelnenStrukturen
M = 0; � 1 f•ur Re = � 20::20 und verschiedeneR2 dargestellt. In beiden Graphen ist zu
erkennen,dassf•ur negative Durch
usszahlen Re < 0 zuerst die R1-SPI, gefolgt vom TVF
und schlie�lic h die L1-SPI wachstumsf•ahig werden. Im Fall positiver Durch
 •usseRe > 0
ist die Bifurkationsabfolgegeradeumgekehrt.

Die Zunahmeder GegenrotationR2 < 0 wirkt stabilisierend auf alle Strukturen, was
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Abbildung 2.24: Reduzierten Bifurkationsschellen � c(Re) unterschiedlicher
Strukturen M f•ur verschiedeneR2 f•ur � = 0:5. links: R2 = 0; � 150; rechts:
R2 = 0; 50; � 50;

sich in dendeutlich niedrigerliegendenKurvender Abweichungen� c(Re) mit Gegenrotation
bzgl. der gleichen bei R2 = 0 zeigt. So liegt der Wert von � c(Re) (vgl. Abb. 2.24) bei der
R1-SPI f•ur R2 = 0 und Re = 20 bei etwa � c(Re = 20; R2 = 0) � 0:196, was mehr als das
Doppelte desWertesbei GegenrotationR2 = � 150(hier � c(Re = 20; R2 = � 150) � 0:075)
aber sonst gleichen Parametern darstellt. Um die Richtigkeit der ermittelten Kurven zu
•uberpr•ufen wurden diesemittels einesPolynoms4.-Grades

f (Re) = a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4 (2.35)

ange�ttet. Zudemwurde f•ur einigeWerte, wie schon im vorherigenAbschnitt, eineexaktere
Bestimmung der Genauigkeit vorgenommen.Die Werte der jeweiligen Fitk oe�zien ten ai

wurden der Literatur [32] bei entsprechenderfestgehaltenerReynoldszahlR2 entnommen.
Im Fall desTVF sind die ungeradenKoe�zien ten a1 und a2 identisch Null, wie sich auch in
der Abb. 2.22zeigt. Hierbei handelt essich um einein erster Linie quadratische Funktion
mit einer kleinen quartischen Abweichung.

Zum Vergleich der Kurven die mittels der linearenStabilit •atsanalysegewonnenwurden
sowie derer, durch die Fitfunktion ermittelten, sind diesein Abbildungen 2.25zusammen
dargestellt. Darin stellen die Linien bzw. strichpunktierten Linien die aus der Rechnung
erhaltenen Bifurkationsschwellen dar. Bei den Kreuzen handelt es sich hingegenum die
mittels der Fitfunktion (2.35) berechnetenWerte. Dabei wurden diesemit einerAu
 •osung
von � Re = 1 ermittelt und zusammenmit dennumerischenWertenzumbesserenVergleich
in einemGraphenzusammengefa�t.Um ein besseresGef•uhl f•ur die numerischen Resultate
zu erhalten wurden einige Werte (vgl. Abb. 2.25a,b) willk •urlich ausgew•alt und mittels
expliziter Rechnung einer genauerenUntersuchung unterzogen.Soz.B. ergabdie Untersu-
chung der Abweichung von Rechnungs-und Fit wert etwa bei beim Parametersatzm = 0,
R2 = 50,Re = 15, (sieheAbb. 2.25a)einerelative Abweichung von 1:2287�10� 5. F•ur einen
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Abbildung 2.25: Reduzierte
Bifurkationsschwellen� c(Re),
aus numerischer Rechnung
und Fit werten aus Polynom
4. Grades •ur TVF und 1-
SPI; Kreuzeentsprechen Fit-
Werten, strichpunktierte Li-
nien den numerischen Resul-
taten. Werte f•ur negative Re
folgen aus Symmetrie•uberle-
gungen.� = 0:5

weiterern •uberpr•ufter Wert bei m = � 1, R2 = � 50,Re = 10(sieheAbb. 2.25b)betrug die
relativen Abweichung der Werte 1:21969� 10� 4. Es wurden noch weitere stichprobenartige
Untersuchungenzur •Ubereinstimmung der Werte durchgef•uhrt, derenErgebnisseebenfalls
in der beschriebenenGr•o�enordnung lagen.

Die in diesemKapitel vorgenommenenUntersuchungen bez•uglich marginaler Stabi-
lit •atskurven und kritischer Werte dienten weitestgehenddemVergleich und somit auch zur
Kontrolle mit den g•angigenLiteraturw erten.
Der eigentliche Teil dieserArbeit beginnt in dem nun folgendenKapitel mit der Untersu-
chung der Stabilit •atseigenschaften von L2SPI und derenFrontpropagationen.



Kapitel 3

Analyse der Ampitudengleic hungen
und marginalen Stabilit •ats
 •achen

3.1 Amplitudengleic hungen

3.1.1 Grundlagen

Der Ausgangspunktzur Ableitung einerAmplitudengleichung f•ur dashier betrachtete Pro-
blem ist die bereits in Kapitel 2 durchgef•uhrte lineareStabilit •atsanalysedesGrundzustan-
des.Wird bei konstantem Durch
uss Re die ReynoldszahlR1 •uber ihren kritischen Wert
R1c erh•oht, wird der Grundzustand instabil und es bifurkiert eine neueL•osungaus dem
Grundzustand heraus.In diesem•uberkritischen Zustand wird ein ganzesWellenzahlband
der Breite � k /

p
� =

q
R1

R1c (Re) � 1 angeregt (vgl. Abb. 3.1). Dadurch kommt es zur

Ausbildung von Wellenpaketen, wie in Abb. 4.2 exemplarisch zu sehen.
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marginale Stabilitaetskurve einer R-SPI
h=0.5, Re=0, R2=0, m=-1

dk dk

(kc,R1c)

Abbildung 3.1: Mar-
ginale Stabilit •atskurve
R1;mar g(k) am Beispiel
einer R1-SPI in der
N•ahe des kritischen
Punktes (kc; R1c). Gut
zu erkennen ist der
parabolische Kurven-
verlauf in der N•ahe des
Minimums. � = 0:5,
Re = 0, R2 = 0
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F•ur weit •uberkritische Kontrollparameter ist die linearisierte Form der Navier-Stokes-
Gleichungen zur Beschreibung desSystemsnicht mehr zul•assig.Hier m•ussenNichtlinea-
rit •aten ber•ucksichtigt werden. Im Bereich leicht oberhalb deskritischen Punktes, wo die
Nichtlineari•aten noch eine untergeordneteRolle spielen,gen•ugt allerdings eine schwache-
nichtlineare Analysemittels Amplitudengleichungen. Es seian dieserStelleaber noch ein-
mal ausdr•ucklich darauf hingewiesen,dass sich der G•ultigkeitsbereich dieser N•aherung
wirklich nur auf die unmittelbare Umgebungder kritischen Punkte (wie in Abbildung 3.1
dargestellt) beschr•ankt. Entfernt man sich etwas weiter von diesen,verliert die N•aherung
sehrschnell ihre G•ultigkeit.
Be�ndet sich das System im unterkritischen Bereich, werden die Geschwindigkeitseigen-
moden

�!
X , welche die Abweichung vom Grundzustand darstellen, im Laufe der Zeit weg-

ged•ampft. Demgegen•uber bilden sich am kritischen Punkt, abh•angig von der dominanten
Mode, entwederTVF oder SPI aus.Oberhalb deskritischen Punktes, im schwach •uberkri-
tischen Bereich, werdennun verschiedeneModen in einemganzenBand von Wellenzahlen
(� k /

p
� ) angeregt.Aufgrund der nun vorhandenenNichtlinearit •aten in den Bewegungs-

gleichungen ergeben sich hierbei sowohl lokale, als auch tempor•are Variationen in den je-
weiligenGeschwindigkeitseigenmoden

�!
X . Um diesen•aherungsweisebeschreibenzu k•onnen,

bietet essich an, eineAmplitude A an die kritische Geschwindigkeitseigenmode
�!
X c der li-

nearisiertenNavier-Stokes-Gleichung anzubringen.Im Bezugauf die r•aumliche Variation
gen•ugt es hierbei eine Abh•angigkeit der Amplitude A = A(z; t) in Strukturbildungsrich-
tung z anzunehmen,wobei die Superposition der im gesamten Wellenzahlbandangeregten
Moden, sowie derenWechselwirkung mit ber•ucksichtigt werden.

�!
X (r; '; z; t) = A(z; t)

�!
X c(r ) ei (kcz+ m' � ! c t ) (3.1)

Die Amplitude A(z; t) ist somit L•osungder Amplitudengleichung (auch Ginzburg-Landau-
Gleichung bzw. Ginzburg-Landau-N•aherungGLN genannt):

� 0(@t + vg@z)A(z; t) =
�
(1 + ic0)� + � 0

2(1 + ic1)@z
2 � 
 (1 + ic2) jA(z; t)j2

�
A(z; t) (3.2)

Auf eine explizite und vollst•andige Herleitung dieserAmplitudengleichung wird hier ver-
zichtet. Hierzu �nden sich in der Literatur gen•ugendReferenzen,wie in zahlreichenDiplom-
arbeit z.B. [28]. Die grundlegendeIdee besteht jedoch darin, die jeweiligen •uberkritischen
Eigenmoden nach PotenzendesKontrollparameters

p
� zu entwickeln.

�!
X =

p
� A(z; t)

�!
X 0 + �

�!
X 1 + ::: (3.3)

Dabei misst � bei fest vorgegebenemDurch
uss Re die relativeAbweichung vom kritischen
Wert R1c(Re), d.h.

� :=
R1

R1c(Re)
� 1 (3.4)

Diesbedeutet,dass� im kritischenPunkt geradeverschwindet und im •uber-/unterkritischen
Bereich positiv/negativ ist. Die Entwicklung (3.3) wird nun in die vollst•andigen Navier-
Stokes-Gleichungen(2.4) eingesetztund sukzessive bis zur Ordnung �

3
2 gel•ost. Dabei ergibt
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sich die Amplitudengleichung (3.2) als Resultat der L•osbarkeitsbedingungin entsprechen-
der Ordnung [27, 28].DiesesVerfahrenstellt alsoinsgesamt eineschwach-nichtlineare Ana-
lyse dar.

3.1.2 Lineare Ko e�zien ten

Die Koe�zien ten vor den linearen Termen der Amplitudengleichung (3.2), im Folgenden
einfach als lineareKoe�zien ten bezeichnet, beschreiben dasAnwachsverhalten der Ampli-
tude A(z; t). Diesesind in denGleichungen(3.5,3.5)farblich hervorgehoben.F•ur positives�
bilden sich TVF (M = 0) aus,derenAmplitude allerdingsohnedenKoe�zien ten 
 in (3.2)
exponentiell anwachsenw•urde. Da eshier jedoch nur um geadediesesAnwachsverhalten
geht, ist die Kenntnis der linearen Koe�zien ten ausreichend.

� 0(@t + vg@z)A(z; t) =
�
(1 + ic0)� + (1 + ic1)� 0

2@z
2� A(z; t) (3.5)

Eine M•oglichkeit das Anwachsverhalten der Amplitude zu beschreiben bietet folgender
L•osungsansatz:

A(z; t) = ei� kz+ � A t (3.6)

(mit � k := k � kc Breite desangeregtenWellenzahlbandes(vgl. Abb. 3.1), � A := Eigenwert
der Amplitudengleichung (3.5)) Durch EinsetzendesAnsatzes(3.6) in (3.5) erh•alt man den
Eigenwert

� A = � i� kvg + (1 + ic0)
�
� 0

� (1 + ic1)
� 0

2

� 0
(� k)2: (3.7)

Um einen Zusammenhangzwischen dem Eigenwert � der linearisierten Navier-Stokes-
Gleichungen(2.5) und den linearenKoe�zien ten obigerAmplitudengleichung (3.5) herzu-
stellen geht man von der Idee aus,dasssich in hinreichenderN•ahedeskritischen Punktes
die Eigenmoden mittels beider Gleichungenbeschreiben lassen;

�!
X (r )ei (kz+ m' )+ � t jc � A(z; t)

�!
X c(r ) ei (kcz+ m' � ! c t ) jc (3.8)

(3:6) =)
�!
X c(r ) ei (kcz+ m' )+ � t �

�!
X c(r ) ei (kcz+ m' � ! c t )+ � A t (3.9)

Ein Koe�zien tenvergleich ergibt folgendenZusammenhangder Eigenwerte in der N•ahedes
kritischen Punktes:

� A = � + i! c; (3.10)

worausschlie�lic h mit (3.7) folgt:

� (�; � k) = � i� kvg + (1 + ic0)
�
� 0

� (1 + ic1)
� 0

2

� 0
(� k)2 � i! c (3.11)

bzw. nach Trennung des im Allgemeinen komplexen Eigenwertes � in Real- und Ima-
gin•arteil:

� (�; � k) =
�
� 0

�
� 0

2

� 0
(� k)2 � i

�
� kvg � c0

�
� 0

+ c1
� 0

2

� 0
(� k)2 + ! c

�
(3.12)

= 
 � i! (3.13)
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DieseGleichung stellt die Ginzburg-Landau-N•aherung GLN des Eigenwertes der lineari-
siertenNSE dar. Wie zu erkennenhandelt essich dabei um eineEntwicklung von � (R1; k)
um die kritischen Werte R1c und kc in linearer Ordnung bzgl. � sowie quadratisch in � k.
Als ErgebnisdieserEntwicklung sind nun die linearenKoe�zien ten relativ einfach mittels
partieller Ableitungen desEigenwertes � wie folgt zug•anglich:

vg =
�

@!
@k

�

c

(3.14)

1
� 0

= R1c

�
@


@R1

�

c

(3.15)

c0 = � � 0R1c

�
@!
@R1

�

c

(3.16)

c1 =
� 0

2� 0
2

�
@2!
@k2

�

c

(3.17)

� 0
2 = �

� 0

2

�
@2

@k2

�

c

=
1
2

�
@2�
@k2

�

c

(3.18)

Gem•a� (3.14)-(3.18)ergeben sich die linearenKoe�zien ten durch einfache numerische
Di�eren tiation der komplexenEigenwerte � = 
 � i! ) 3.13.Zur Berechnung dieserausder
marginalen Stabilit •atskurve wurde ein zentraler Di�erenzenquotient verwendet. Bei den
Koe�zien ten, die anhand der ersten Ableitungen gewonnen werden, ist diesesVerfahren
eher unproblematisch. Anders jedoch bei c1 und � 0

2, da hierbei die zweiten Ableitungen
bestimmt werden m•ussen,wobei sich dies bei c1 am schwierigsten darstellt. Die, f•ur die
jeweiligenKoe�zien ten gew•ahlten Di�erenzen lauten schlie�lic h: Bei vg gilt � k = 10� 3, bei
� 0 und c0 gilt � R1 = 10� 1, bei c1 gilt � k = 10� 1 und bei � 0

2 gilt � k = 5 � 10� 2

Ko e�zien t vg

Durch den Koe�zien ten vg wird eine Gruppengeschwindigkeit einesdurch das System
propagierendenWellenpaketes am kritischen Punkt festgelegt. Im Folgendenwird diese
mit wg bezeichnet1. F•ur die dominante Mode beim TVF bedingt dies unmittelbar ein
identischesVerschwinden, da bei dieserbereits ! mar g(m = 0; k) � 0 f•ur alle Wellenzahlen
k gilt. Wie bereits im Abschnitt 2.3.3kurz diskutiert, nimmt die Gruppengeschwindigkeit
wg im Wesentlichen linear mit dem Durch
uss Re zu, was in den Abb. 2.15-2.17deutlich
erkennbar ist.
Auch wenn es in dieserArbeit vornehmlich um 2-SPI geht, soll an dieserStelle kurz auf
1-SPI eingegangenwerden: Einerseits lassensich dabei geradeim Bezug auf die Grup-
pengeschwindigkeit wg einigewichtige Ph•anomene,wie das Verhalten von absoluter- und
konvektiver Instabilit •at erl•autern und zum Anderen k•onnen die hierbei erhaltenenWerte

1in Analogie desaxialen Geschwindigkeitsfeldesw
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mit Referenzenaus der Literatur [32] verglichen werden. Auf die 2-SPI und deren domi-
nante m = � 2 Moden wird im einzelnenin Abschnitt 3.1.4eingegangen.
Im Gegensatzzu den bereits fr •uher diskutierten Phasengeschwindigkeiten wph, die bei den
jeweiligen kritischen Werten im Fall der L1-SPI ohne Durch
uss strikt positiv (vgl. Abb.
2.15) sind, treten in der Gruppengeschwindigkeit auch negative Werte im •uberkritischen
Fall auf. So bewegt sich z.B. f•ur R2 = � 150 das Wellenpaket bei einer R1-SPI zun•achst
in negative z Richtung, bevor diesesals Ganzesbei positivem Durch
uss an einer Stelle
verharrt, um sich f•ur noch gr•o�eres Re schlie�lic h in positiver z Richtung zu zubewegen.
Im Umkehrpunkt der Bewegungsrichtung wg(Re) = 0 verharrt der Schwerpunkt im Labor-
systemund esliegt somit eineInstabilit •at vor.

Ko e�zien t � 0

Bei dem Koe�zien ten � 0 handelt essich um eine Relaxationszeit in dem mit der Grup-
pengeschwindigkeit wg mitb ewegten Bezugssystem.Ausgehendvon obigem Ansatz (3.6)
erh•alt man durch Ausnutzen desEigenwertes (3.7)

A(z; t) = ei� kz+[ � i� kvg +(1+ ic0 ) �
� 0

� (1+ ic1) � 0
2

� 0
(� k)2 ]t (3.19)

( ) A(z; t) = e� k(z� vg t )+[(1+ ic0 ) �
� 0

� (1+ ic1) � 0
2

� 0
(� k)2 ]t : (3.20)

Im mitb ewegtenBezugsystemwird die Ortsabh•angigkeit durch denZusammenhangz = vgt
(Gaussche Erg•anzung)eliminiert, so dassf•ur die nur noch zeitabh•angigeAmplitude gilt:

Avg := A(z = vgt; t) = e� t
� (3.21)

wobei
1
�

:=
1
� 0

�
�

�
(1 + ic0)� � (1 + ic1)� 0

2(� k)2
� 	

(3.22)

Somit sieht man, dass� 0 proportional zur Relaxationszeitder Amplitude in dem mit vg

mitb ewegtenBezugsystemist. F•ur den Fall, dass� 0 / � positiv ist, f•allt die Anfangsam-
plitude im mitb ewegtenSystemab, f•ur negative hingegenw•achst diesean.

Ko e�zien t c0

Durch den Koe�zien ten c0 wird eine Frequenzverschiebung verursacht. Wie aus (3.22)
ersichtlich, ist dieseVerschiebung proportional zu � .

Ko e�zien t c1

Wie schon der Koe�zien t c0 verursacht auch c1 eine Frequenzverschiebung (vgl. (3.22))
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der Amplitude, in diesemFall jedoch mit quadratischer Abh•angigkeit (� 0� k)2. Hervorge-
rufen wird dieseVerschiebung aufgrund des von Au�en auferlegtenDurch
uss`. F•ur den
einfachen Fall desTVF bedingt dies,dassder Koe�zien t c1 ohneDurch
uss Re = 0 ver-
schwindet. F•ur M 6= 0 Strukturen gilt aber ebensoc1(Re = 0) 6= 0.

Ko e�zien t � 0
2

Mit dem Koe�zien ten � 0
2 wird die m•ogliche Bandbreite der angeregtenModen beschrie-

ben Auf der marginalenStabilit •atskurve gilt:

 (R1; k)jmar g = 0 und demzufolgeauch d2 


dk2 = 0.
Weiter gilt am kritischen Punkt: @R1

@k jc = 0. Somit reduziert sich d2

dk2 
 (R1;mar g(k); k) =
( @

@k + @R1
@k

@
@R1

)2 am kritischen Punkt zu: @2 

@k2 = � @


@R1
jc @2R1

@k2 jc. Unter Ausnutzung von (3.15)
folgt unmittelbar die in (3.18) gezeigteUmformung.
Er beschreibt letztendlich die Kr •ummung der marginalen Stabilit •atskurve in ihrem Mi-
nimum (Abb. 3.1). Dies hat zur Folge, dassein kleiner Wert von � 0

2, der einer 
achen
neutralen Kurve entspricht, eine gro�e Anzahl der m•oglichen instabilen Wellenvektoren
bedingt. Somit ist � 0

2 entscheident f•ur die Breite desangeregtenWellenzahlbandesbeim
•Uberschreiten deskritischen Punktes.

3.1.3 Symmetrien der Ko e�zien ten

Wie bereits gesehenk•onnen die linearen Koe�zien ten aus den Eigenwerten � = 
 � i!
(3.13) berechnet werden.Von besonderemInteressesind dabei die Symmetrienbzgl. Struk-
turwellenzahlM und Durch
uss Re, derenZusammenhangbei Real- und Imagin•arteil wie
folgt gegeben ist.

Re[� ] = 
 (M ; Re) = � 
 (� M ; � Re) (3.23)

I m[� ] = ! (M ; Re) = � ! (M ; Re); (3.24)

d.h. 
 / ! besitzt gerade/ungeradeSymmetriein Re. Die unmittelbar hierausresultierenden
Symmetriensind der Tabelle 3.1 zu entnehmen.
Wie schon bei denkritischen Werten 2.3.2gesehen,gen•ugt es,sich auf positive Durch
 •usse
zu beschr•anken und diejenigen Werte f•ur negative Re aus den Symmetrieen(Tab. 1.1)
abzuleiten.
Hierzu sind in den Abb. 3.2 und 3.3 die Gruppengeschwindigkeiten wg der dominanten
Moden einer 1-SPI f•ur positiven Durch
uss Re = 0::20 einander gegen•ubergestellt. Ent-
sprechend der Symmetrien 3.1 ergeben sich etwa die wg der L1-SPI ausdenender R1-SPI
anschaulich durch Spiegelungvon Abb. 3.3 an Absizzeund Ordinate und anschlie�ender
Negierungder Werte.
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vg(� M ; � Re) = � vg(M ; Re) ungerade
� 0(� M ; � Re) = � 0(M ; Re) gerade
c0(� M ; � Re) = � c0(M ; Re) ungerade
c1(� M ; � Re) = � c1(M ; Re) ungerade
� 0

2(� M ; � Re) = � � 0
2(M ; Re) gerade

Tabelle 3.1: Symmetriezusammenhangder linearenKoe�zien ten der Amplitu-
dengleichung. Die hierbei eingef•uhrte Unterteilung der linearenKoe�zien ten in
ungeradeund gerade,dient nur dazu, um diejenigenmit gleichen Symmetrien
sp•ater einfacher beschreiben zu k•onnen.
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Abbildung 3.2: Linearer Ko-
e�zien t vg(Re) der L1-SPI
bei Variation von Reund ver-
schiedener verschiedener R2;
� = 0:5.
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Abbildung 3.3: Linearer Ko-
e�zien t vg(Re) der R1-SPI
bei Variation von Reund ver-
schiedenerR2 ; � = 0:5.

3.1.4 Lineare Ko e�zien ten der 2-SPI f •ur � = 0:7 und � = 0:5

In diesemAbschnitt sind die Ergebnissezur Berechnung der linearen Koe�zien ten aus
der linearen Amplitudengleichung (3.5) im Bezugauf die 2-SPI zusammengefasst.Hierzu
wurde die Berechnung bzgl. m = 2, � = 0:7 und � = 0:5 im Durch
ussbereich � 20 < Re <
20 mit einer Schritt weite � Re = 1 durchgef•uhrt. Wie bereits ew•ahnt, befa�t sich diese
Arbeit vornehmlich mit M = � 2 Strukturen, bei einem Radienverh•altnis von � = 0:5.
Der Vollst•andigkeit und zum besserenVergleich sind aber auch die f•ur � = 0:7 ermittelten
linearen Koe�zien ten in den Abb. 3.4- 3.9 f•ur positive Durch
uss mit angegeben. Diese
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dienen auch gleichzeitig als Referenzenbzgl. der 1-SPI (vgl. [32]), da es bei diesen,wie
sich zeigte,einensehr viel gr•o�eren Wiedererkennungswert gibt, als im Fall der 2-SPI bei
einemRadienverhltnis � = 0:5. Die in Abh•angigkeit desDurch
ussesReerhaltenenKurven
wurden nun mit einer Funktion 4. Grades

f (Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4 (3.25)

ange�ttet. Die zugeh•origen Fitparameter bzgl. � = 0:7 sind aus der Tab. 3.3 f•ur M = 2
ablesbar. Die Umrechnungsvorschrift der in der Tabelle aufgef•uhrten Parameter ai von
M = 2 zu denjenigender M = � 2 Struktur lauten:

M ! -M

gerade: a0 ! a0 ungerade: a0 ! � a0

a1 ! � a1 a1 ! a1

a2 ! a2 a2 ! � a2

a3 ! � a3 a3 ! a3

a4 ! a4 a4 ! � a4

Tabelle 3.2: Symmetrien der einzelnenFitparameter ai der linearen Koe�zi-
enten. Die Bezeichnungen gerade und ungerade sind auf das Verhalten der
Koe�zien ten bei •UbergangM ! � M ausTabelle 3.1 bezogen.Sogelten etwa
f•ur vg die unter 'ungerade'aufgef•uhrten Umformungsvorschriften.
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vg(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 50 0 -50 -100 -150
a0 0.3947 0.6312 1.2416 1.6890 2.0054
a1 1.2649 1.26138 1.2656 1.1882 1.1539

a2 � 103 1.3050 2.3402 -2.8225 1.3763 -1.0487
a3 � 105 -9.6031 -19.7956 9.5396 -19.397 -6.4476
a4 � 106 2.1392 4.622 -1.6864 4.6581 2.9612

� 0(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 50 0 -50 -100 -150
a0 � 102 2.2978 3.6583 2.6275 1.9099 1.5222
a1 � 105 -9.9948 42.3321 10.2809 -2.5775 -7.6342
a2 � 106 0.5421 -10.0562 -16.9941 -8.0532 0.3165
a3 � 107 -4.6741 51.2946 3.7260 4.6783 -0.0490
a4 � 108 1.2216 -10.2051 -0.4394 -1.1367 -0.1433

c0(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 50 0 -50 -100 -150
a0 -1.0021 -1.2893 -1.0417 -0.7873 -0.6245

a1 � 103 9.0177 3.9354 4.9007 7.0562 8.0911
a2 � 104 -2.0619 25.8948 4.1496 2.0765 -1.7877
a3 � 105 1.8159 -15.1817 -1.7769 2.4803 0.1332
a4 � 107 4.5581 31.5715 2.7352 6.3552 0.1721

c1(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 50 0 -50 -100 -150
a0 � 101 0.0969 2.7377 0.0807 -3.8610 -7.8474
a1 � 103 8.3259 41.2627 9.1177 -5.8650 -13.1058
a2 � 104 11.7624 -53.3328 -1.0133 2.8451 0.8062
a3 � 105 -8.4480 30.8224 6.0891 -0.63198 0.8180
a4 � 107 18.8837 -62.5165 -12.0883 2.4370 -1.4084

� 0
2(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 50 0 -50 -100 -150
a0 � 102 4.5663 7.4386 5.3157 3.5479 2.5562
a1 � 104 -1.8087 2.7827 5.2737 -4.5602 -3.9729
a2 � 105 -1.1896 -6.6409 1.9575 1.6356 2.4251
a3 � 107 -1.4118 27.8047 -9.8949 1.5637 -6.2557
a4 � 108 1.2127 -4.4376 2.14673 -1.6152 8.5239

Tabelle3.3:Fitparameter f•ur die ReAbh•angigkeit der linearenKoe�zien ten der
m = 2 Mode einer L2-SPI bei unterschiedlichen GegenrotationszahlenR2 und
einem Radienverh•altnis � = 0:7. Resultate bez•uglich der R2-SPI ergeben sich
durch entsprechendeSymmetrieoperationen(vgl. Tabelle 3.2). Die Berechnung
wurde f•ur den Parameterbereich � 20 � Re � 20 mit � Re = 1 durchgef•uhrt.
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Abbildung 3.4: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t vg(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:7.
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Abbildung 3.5: R2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t vg(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:7.
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Abbildung 3.6: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t � 0(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:7.
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Abbildung 3.7: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t c0(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:7.
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Abbildung 3.8: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t c1(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:7.
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Abbildung 3.9: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t � 0(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:7.

In Analogie zu den Resultaten f•ur Radienverh•altnis � = 0:7 sind in den nun folgenden
Abb. 3.10-3.14die Ergebnisseaus der Berechnung der linearen Koe�zien ten f•ur � = 0:5
zusammengestellt.Dassdies einer genauerenBetrachtung bedarf, d•urfte schon bei einem
kurzen Blick auf den Verlauf der Koe�zien ten in Abh•angigkeit von Re deutlich werden.
Denn anders als bei � = 0:7 sind bei � = 0:5 'Spr•unge' in den einzelnenKoe�zien-
ten erkennbar. Zur Erkl •arung diesesPh•anomenssei hierbei auf den folgendenAbschnitt
3.2 verwiesen.Die Berechnug der Koe�zien ten wurde mit einer Schritt weite � Re = 1
durchgef•uhrt. Es seiausdr•ucklich darauf hingewiesen,dassdie in Tabelle 3.4 angegebenen
Fitparameter nur in dem Bereich der Kurven, von positiven Re kommend,bis hin zu der
auftretenden 'Sprungstelle' g•ultig sind. D.h. alles rechts desSprungsin den Abbildungen
3.10-3.14.Diesbasiert auf der Tatsache, dasssich bei gewissenDurch
 •ussenRe0(R2; � ) die
Topologie der Eigenwert
 •achen entscheidend ver•andert, wie im Einzelnensp•ater noch zu
sehenseinwird.
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vg(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 -150 -100 -50 0 50
a0 4.3928 4.16799 3.7784 3.4905 9.4315
a1 1.0424 1.06458 1.1336 1.1391 1.06923

a2 � 103 2.07191 3.6565 2.4360 21.9350 -37.4391
a3 � 104 -0.5341 -1.4051 -0.8927 -17.3608 25.0155
a4 � 106 0.8389 2.0429 1.0725 40.8017 -46.1580

� 0(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 -150 -100 -50 0 50
a0 � 102 1.4670 1.9573 2.9686 5.3493 1.2946
a1 � 104 -2.0453 -3.2302 -6.8232 -35.7863 10.7889
a2 � 105 0.4282 0.7779 3.3798 27.8499 -4.6487
a3 � 106 -0.0474 -0.2067 -1.3495 -12.4032 -3.1543
a4 � 108 0.0308 2.3847 2.16732 21.6902 15.1999

c0(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 -150 -100 -50 0 50
a0 -1.5552 -1.9879 -2.8552 -5.2224 -3.4634

a1 � 102 5.2886 7.5539 13.0676 44.6925 -9.5436
a2 � 103 -1.8689 -2.9696 -6.4583 -34.6029 2.7351
a3 � 104 0.4788 0.8231 2.2241 15.4029 -12.6381
a4 � 106 -0.6799 -0.1138 -3.5101 -27.4824 16.4911

c1(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 -150 -100 -50 0 50
a0 � 101 1.3219 1.8641 2.9727 5.8190 3.3004
a1 � 102 -5.7030 -9.7263 -14.9073 -50.4119 -2.219
a2 � 103 0.6239 5.2985 7.8204 39.1387 -2.745
a3 � 104 0.4181 -2.1593 -2.6922 -17.6094 -2.9500
a4 � 106 -1.7850 4.0379 4.3681 32.2642 16.2361

� 0
2(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4

R2 -150 -100 -50 0 50
a0 � 102 2.7841 3.8584 6.2134 13.5386 31.2941
a1 � 103 -0.9414 -1.2235 -2.5969 -15.7441 0.00186
a2 � 105 7.0601 6.8605 17.0702 149.673 4.8211
a3 � 106 -2.9843 -2.1167 -5.9288 -70.2006 -4.1441
a4 � 108 6.0572 3.2909 8.7623 126.550 9.4397

Tabelle 3.4: Fit-P arameter f•ur die Re Abh•angigkeit der linearen Koe�zien ten
der m = 2 ModeeinerL2-SPI f•ur unterschiedlicheGegenrotationszahlenR2 und
einem Radienverh•altnis � = 0:5. Resultate bez•uglich der R2-SPI ergeben sich
durch entsprechendeSymmetrieoperationen(vgl. Tabelle 3.2). Die Berechnung
wurde f•ur den Parameterbereich von Re = 20 bis hin zur Sprungstellemit
� Re = 1 durchgef•uhrt.
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Abbildung 3.10: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t vg(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:5.
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Abbildung 3.11: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t � 0(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:5.
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Abbildung 3.12: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t c0(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:5.
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Abbildung 3.13: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t c1(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:5.
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Abbildung 3.14: L2-SPI: Li-
nearerKoe�zien t � 0

2(Re) bei
Variation von Re und ver-
schiedenerR2; � = 0:5.

In denAbb. 3.10-3.14der linearenKoe�zien ten f•ur � = 0:5 ist im Gegensatzzu � = 0:7
(Abb. 3.4-3.9)ein signi�k ant anderesVerhaltenzu erkennen.Es sieht soaus,alsg•abeesein
Re0(R2; � ), bei demder Verlauf der Koe�zien ten einenSprungbesitzen,eineErscheinung,
die beim zuvor untersuchten gr•o�eren Radienverh•altnis � = 0:7 nicht auftrat. Auch bei
Strukturen M = 0; � 1 f•ur � = 0:5 konnte im Bereich � 20 � Re � 20 nichts •ahnliches
gefundenwerden.Die Lageder 'Sprungstelle' korreliert mit R2 und � in der Art, dasseine
starke Gegenrotation R2 diesezu schw•acheren Gegendurch
 •ussenRe hin verschiebt. So
zum Beispiel liegt dieseRe0 bei R2 = � 150 o�ensichtlich mit Re0 < � 20 au�erhalb des
untersuchten Durch
ussbereiches,w•ahrendeineschw•achereGegenrotationR2 = � 50 diese
zu deutlich betragskleinerenDurch
 •ussen� 12 < Re < � 11 verschiebt.
Die Gruppengeschwindigkeit wg(Re) spielt einezentrale Rolle, wie in den folgendenKapi-
teln deutlich wird. Abgesehenvon den in der Abb. 3.10 gesehenenSpr•ungen nimmt die
wg mit zunehmendemDurch
uss Re f•ur beinahe alle untersuchten GegenrotationenR2

kontinuierlich zu. F•ur Re > 0 treten keine Spr•unge auf und die Zunahme erfolgt linear.
Betragsm•a�iges Anwachsenvon R2 f•uhrt zu einer geringerenSteigungder Kurven.

3.1.5 Resum �e

Nach der theoretischen Beschreibung der Ideeder Amplitudengleichungenerfolgtedie Her-
leitung der Koe�zien ten der linearenTermeder Amplitudengleichung als Ableitungen des
komplexenEigenwertes nach Wellenzahl und Reynoldszahl.Weiterhin wurden die Koef-
�zienten im Hinblick auf Symmetrien untersucht und in Abh•angigkeit des Durch
usses
berechnet. Hierbei zeigte sich ein f•ur 2-SPI neuesund au�ergew•ohnlichesVerhalten, wel-
chesf•ur TVF und 1-SPI noch nicht auftrat. Wie in den Abb. 3.10-3.14gut zu erkennen,
traten 'Spr•unge' in den linearen Koe�zien ten auf.
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3.2 Aufspaltung der marginalen Kurv en

Um das im vorherigen Abschnitt geseheneVerhalten der 'Spr•unge' der linearen Koe�-
zienten in Abh•angigkeit der Kontrollparameter bei � = 0:5 verstehenzu k•onnen, bedarf
eseinern•aherenBetrachtung der zugrundeliegendenTopologieder komplexenEigenwerte
� (R1; k) = 
 (R1; k)+ i! (R1; k). Im Folgendenwerdenzun•achst die beidenF•alle R2 = 0 und
R2 = � 50 betrachtet. Das Verhalten f•ur andereR2 l•a�t sich auf dieseF•alle zur•uckf•uhren.

Abbildung 3.15: Topologie von 
 (R1; k) der dominanten m = 2 Mode einer
L2-SPI f•ur � = 0:5. Rot (
 = 0)-Isolinie, marginale Kurve; violett ! rot: an-
wachsendes
 . Kontrollparameter: Re = � 6, R2 = 0.

F•ur R2 = 0 tritt bei den linearenKoe�zien ten im Bereich � 7 < Re < � 5 ein 'Sprung'
auf (Abb. 3.10-3.14).Somit stellt sich die Fragenach der Ursache und den physikalischen
KonsequenzendiesesVerhaltens.
Hierzu ist f•ur L2-SPI in Abb. 3.15die Topolgie desRealteils 
 (R1; k) deskomplexenEi-
genwertes � (R1; k) als Funktion von R1 und k f•ur festesRe = � 6 und R2 = 0 dargestellt.
Deutlich zu erkennenist ein einzelnerBerg, der die 
 = 0 Fl•ache an der roten Linie durch-
st•o�t. Zur Verdeutlichung wurden die 
 Werte mit Falschfarben kodiert und zus•atzlich die
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k
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g Isolinien

Abbildung 3.16:Projektion der 
 Isolinien � 
 = 1 ausAbb. 3.15in die (R1; k)
Ebene f•ur � = 0:5; Rot: 
 = 0 (marg. Kurve), blau: 
 > 0, schwarz: 
 < 0;
violett ! rot: anwachsendes
 . Kontrollparameter: Re = � 6, R2 = 0.

Isolinien einzelner
 Werte von 
 = � 5::3 in die Gra�k mit aufgenommen.Die rote Kurve,

 = 0 Isolinie, stellt die marginale Kurve dar.F•ur die hier gew•ahlten R2 und Re besteht
dieseaber ganzo�ensichtlich auszwei nicht zusammenh•angendenTeilkurven.
In Abb. 3.16sind die Projektionen der 
 -Isolinien in die (R1; k) Ebenezu sehen,was der
gewohnten Darstellung der marginalenKurven R1;mar g(k) entspricht. Analog zu Abb. 3.15
sind die 
 -Werte ebenfalls mit Falschfarben in die Gra�k aufgenommenworden. Mit den
beidenAbbildungen 3.15und 3.16l•a�t sich nun die zuvor gestellteFragenach dem 'Wie'
beantworten und die zun•achst merkw•urdig erscheinendenSpr•unge in den linearen Koe�-
zienten verstehen.Wie im vorherigenAbschnitt 3.1.2beschrieben, mu�ten zur Ermittlung
der linearenKoe�zien ten die partiellen Ableitungen von Real- und Imagin•arteil deskom-
plexenEigenwertes � (R1; k) bis zur zweiten Ordnung bestimmt und am jeweils kritischen
Wert ausgewertet werden.Eben diesedoch sehrdeutliche •Anderung der kritischen Werte,
hervorgerufendurch die zwei nicht zusammenh•angendenBereiche der 
 = 0 Kurve, ist die
Ursache der Spr•unge in den linearen Koe�zien ten. Diesewurden in den Abb. 3.10-3.14
bzgl. des auferlegtenDurch
usses aufgetragen.Aber geradedie •Anderung von Re f•uhrt
zur Aufsplittung der marginalenKurve in die beidennicht zusammenh•angendenBereiche
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wie in Abb. 3.21) erkennbar.
Die L•osung,die der Code als diejenigeder marginalen Kurve ausgibt, ist die jeweils ein-
fachste der gefundenen.Randwertprobleme sind i.A. nicht eindeutig l•osbar. Zus•atzliche
L•osungenk•onnenbeim hier betrachteten Eigenwertproblem z.B. weitereradialeNullstellen
und somit einekompliziertereWirb elstruktur besitzen.Solche L•osungenbesitzennat•urlich
auch verschiedeneR1;mar g, wobei R1;mar g mit der Anzahl der radialen Nullstellen der jewei-
ligen Eigenfunktion w•achst. Stellt man nun die Fragenach der einfachstendieserL•osungen,
so tritt diesebei dem niedrigstenR1;mar g auf.
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Abbildung 3.17: Topologisches Verhalten des Realteils 
 (R1) des komplexen
Eigenwertes � (R1) bei Variation von R1 bei festem k bzgl. der dominanten
m = 2 Mode einer L2-SPI f•ur � = 0:5. Kontrollparameter: Re = � 6, R2 = 0

Die Betrachtung desRealteils 
 (R1) als Funktion von R1 bei festemk best•atigt dies.
Hierzu wurde, wie in Abb. 3.17zu sehen,
 (R1) f•ur jeweils zwei verschiedeneWellenzahlen
k < k0 und zwei weitere mit k > k0 aufgetragen.k0 symbolisiert dabei geradedie Wellen-
zahl, bei der der Sprung f•ur feste Kontrollparameter Re und R2 auftritt. Dabei wurden
zwei der k-Werte unmittelbar links bzw. rechts des Sprungsgew•ahlt (siehe hierzu auch
Abb. 3.18).
Mittels Abb. 3.17 l•a�t sich das Ph•anomendes aufgetretenen'Sprungs' in den linearen
Koe�zien ten weiter aufkl•aren. Der Grund hierf•ur liegt letztendlich in der Tatsache be-
gr•undet, dassesgenaueinenfest vorgegebenenSatz an ParameternRe,R2,� und k0

2 gibt,
bei welcher die 
 (R1) Kurve in der (
 ; R1)-Ebene in Abb. 3.17 geradenur noch einen
'Ber•uhrpunkt' mit der 
 = 0 Ebene besitzt. Ein bereits minimal gr•o�ere Wellenzahl k
bedingt dasVerschwinden dieses'Ber•uhrpunktes', sodassder Code die zuvor noch existie-

2Der Index 0 symbolisiert dasses sich um geradedie Wellenzahl handel, bei der die Kurv e bei 
 = 0
geradenoch einen Ber•uhrpunkt besitzt.
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rende Nullstelle nun nicht mehr �nden kann und somit als L•osungdie n•achste Nullstelle
ausw•ahlt. Dieseliegt jedoch bei einer gr•o�eren ReynoldszahlR1 wie in Abb. 3.18 zu er-
kennenist. In den Abb. 3.17 und 3.18 liegt diesesk0 bei dem gegebenenParametersatz

Abbildung 3.18:Verlauf der marginalenKurvender L2-SPI gewonnenals 
 = 0-
Isolinie aus Abb. 3.15. Deutlich zu erkennen sind die beiden 'Spr•unge' f•ur
3:4606< k0;1 < 3:4607sowie 3:7316< k0;2 < 3:7317.Die durchgehendeschwar-
ze Linie markiert eine festeWellenzahlk = 3:63511f•ur die drei L•osungenexi-
stieren (hier mit 1; 2; 3 gekennzeichnet). Kontrollparameter: Re = � 6, R2 = 0,
� = 0:5; grau markierten Bereiche A; B charakterisierenwachstumsf•ahige Be-
reiche bei entsprechenderWellenzahlk

(� = 0:5,Re = � 6,R2 = 0) zwischen 3:7316 < k0 < 3:7317. Zur besserenAnschauung
wurde der Bereich, in dem sich der 'Ber•uhrpunkt' be�ndet im unteren Teil der Graphik
3.17 nochmals vergr•o�ert dargestellt. Der Unterschied der beiden Kurven f•ur k = 3:7316
(rot) und k = 3:7317(gr•un) ist leider sogering,dasser hier nicht mehr graphisch aufgel•ost
werden kann und man auf die numerisch erhaltenenZahlenwerte zur•uckgreifen muss. Im
Fall k = 3:7317(hier gibt esnur eine L•osung) bleibt die Kurve in diesemBereich immer
unterhalb der 
 = 0 Isolinie.
Zur weiteren DiskussiondiesesProblemsseider Durch
uss im nun Folgenden,wenn nicht
explizit erw•ahnt, auf den festenWert Re = � 6 �xiert. Die zugeh•origenmarginalenKurven
(inkl. h•oherenL•osungen)sind in Abb. 3.18 dargestellt. Au�ergew•ohnlich ist die Tatsa-
che, dassessich nicht wie gewohnt um nur eine, sondernum mehreremarginale Kurven
handelt, die sich aus der Topologie des Realteils 
 (R1; k) aus Abb. 3.15 ergeben. Grau
eingef•arbte Bereiche A; B markieren hierbei solche, in denendie m = 2 Mode der L2-SPI



3.2. AUFSPALTUNG DER MARGINALEN KURVEN 61

wachstumsf•ahig ist. Es gibt also die M•oglichkeit, dassdas Systembei Erh•ohung von R1

zun•achst in den Bereich A gelangt und somit wachstumsf•ahige Moden bei gewissenk zur
Verf•ugung stehen. Bei weiterem Anwachsen von R1 kehrt das linearisierte System nach
Durchgang durch A in den Grundzustand zur•uck, bis es schlie�lic h f•ur noch gr•o�ere R1

den Bereich B erreicht, wo erneut wachstumsf•ahig Moden auftreten. Diese drei 
 = 0
Schwellen sind von entscheidenderBedeutung,dennnach der Bifurkationstheoriemussbei
allen jeweils eineL•osungherausbifurkieren,oder sich dasStabilit •atsverhalten •andern. Die
Unteruchung diesesBifurkationsverhaltensmittels der vollen nichtlinearen NSE sollte von
besonderemInteressesein.
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Abbildung 3.19: L2-SPI: Realteile der Eigenmoden u, v, w bzgl. der drei un-
terschiedlichen L•osungen1; 2; 3 aus Abb. 3.18 f•ur k = 3:635111.Kontrollpa-
rameter: Re = � 6, R2 = 0; � = 0:5; verwendeteNormierung: radialesFeld in
Spaltmitte u(d = 0:5) = 15.

Ausgehendhiervon dr•angt sich jedoch die Frage auf, um was f•ur L•osungen1; 2; 3 auf
der marginalenKurve essich handelt. Ganz o�ensichtlich existierenBereiche, in denenes
bei �xierter Wellenzahlk (vgl. Abb. 3.18z.B. k = 3:635111)drei unterschiedliche L•osun-
gen, bedingt durch die Topologie der 
 (R1; k)-Fl •ache (Abb. 3.15) gibt. Hierzu betrachte
man sich die Realteile der Eigenmoden u, v und w bzgl. der in Abb. 3.18 eingetragenen
unterschiedlichen L•osungen1,2 und 3.

Wie ausAbb. 3.19hervorgeht, unterscheidensich die Realteileder Eigenmodender L•osun-
gen1 und 2 relativ wenig voneinander,daf•ur weisensie aber eineum so gr•o�ere Di�erenz
zur L•osung3 auf. Dies begr•undet sich darin, dass1 und 2 gem•a� Abb. 3.15 und 3.18
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auf einer gemeinsamen,einfach zusammenh•angendenIsolinie liegenund somit dieselbe to-
pologische Struktur besitzensollten. Der Unterschied dieserbeidenL•osungenim Hinblick
auf die zugeh•origen R1 Werte zeigt sich lediglich in einersehrschwachen Verschiebungder
Realteileder Eigenmodenzum innerenZylinder hin. Wichtig ist aber, dasssiez.B. dieselbe
Anzahl von Nullstellen in allen, insbesondereaber auch in der axialenEigenmode besitzen.
Ganzanderssieht diesbei der L•osung3 aus.Bei dieserbesitzendie Eigenmoden in ' - und
z-Richtung im Realteil jeweils eineNullstelle mehr im Vergleich zu den beidenL•osungen1
und 2. Desweiterenist auch einedeutlich st•arkereVerschiebungder Eigenmodenzum inne-
ren Zylinder hin zu erkennen.Dies ist eineweitereBest•atigung desSprung-Ph•anomensaus
Abb. 3.17.Bewegt man sich n•amlich ausdem Bereich in dem drei L•osungen(Abb. 3.18)
zu vorgegebenemk existieren heraus, liegt der in Abb. 3.15 dargestellteBerg unterhalb
der 
 = 0 Ebeneund der Code kann als marginale L•osungnur diejenigeliefern, die sich
auf der 
 = 0 Isolinie be�ndet, zu der auch die L•osung3 geh•ort.
Um zu veri�zieren, dassessich bei 3 wirklich um eine von 1 und 2 verschiedeneL•osung
handelt, betrachte man sich die in Abb. 3.20 dargestelltenVektorplots des (u; w)-Felde
in der ' =const.-Ebene, jeweils f•ur einen k Wert links bzw. rechts desSprungsaus Abb.
3.18. In Abb. 3.20a), in dem der komplette radiale Bereich zu erkennenist, ist nur eine
sehr geringeVer•anderung feststellbar. Der wesentliche Unterschied ergibt sich aus Abb.
3.20b), die sich auf den •au�ersten Rand desSpalteszwischen den Zylindern bezieht. Hier
zeigt sich, dassim Fall k = 3:7316,rote Pfeile, (hier existieren3 L•osungenmit 
 = 0) zwei
weitere,noch sehrkleineWirb el gegen•uber k = 3:7317,blauePfeile, (hier existiert nur eine
L•osungmit 
 = 0) am •au�eren Rand hinzukommen.

Als letztes soll noch kurz auf die Ver•anderung der Topologie des Bergesbei •Anderung
desDurch
ussesRe (R2 fest) bzw. bei •Anderung der GegenrotationR2 (Re fest) eingegan-
gen werden. Hierzu wurde die 
 -Fl•achen f•ur unterschiedliche Re, bzw. R2 berechnet und
die darausals 
 = 0 Isolinien erhaltenenmarginalen Kurven in den Abb. 3.21 und 3.22
zusammengestellt.
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Abbildung 3.20: Vektorplot des (u; w)-Feldesder m = 2 Mode einer L2-SPI;
blau: k = 3:7316, rot: k = 3:7317, links: gesamter radialer Bereich; rechts:
•au�erer radialer Bereich, Kontrollparameter: Re = � 6, R2 = 0, � = 0:5

Qualitativ verh•alt essich so,dassder Bergmit zunehmendemReund festemR2 st•andig
weiter •uber die 
 = 0 Ebene hinausw•achst (vgl. Abb. 3.21), wobei sich die marginalen
Kurven (hier gilt bekanntlich 
 = 0) ausdem Bereich zwischen eben diesemBerg und dem
restlichen Gebirgehinausschieben. Am Ende diesesVorgangsist der anfangsvorhandene
'Berg' vollkommenin die •ubrige Struktur integriert.
Im Bezugauf die linearenKoe�zien ten bedeutetdies,dasssich diese,von stark negativen
Re kommend (von links in den Abb. 3.10- 3.14), auf L•osungenin dem Bereich bezie-
hen, wo die ersteNullstelle sozusagen'verschwunden' ist, da sich der angesprocheneBerg
vollst•andig unterhalb der 
 = 0 Ebenebe�ndet. Hier existieren nur diejenigenL•osungen
zu h•oheren R1;mar g und folglich auch R1c Werten. Dies f•uhrt zu betragsm•a�ig deutlich
kleineren Werten der linearen Koe�zien ten im Vergleich zu den unmittelbar rechts der
Sprungstelleliegenden.In Abb. 3.21ist auch der Verlauf der Bergspitzebei Ver•anderung
von Re und �xiertem R1 = 171:88 dargestellt. Dieseentspricht geradeder Reynoldszahl,
bei der die Bergspitzedie 
 = 0 Ebenegeradenoch f•ur Re = � 6:15 ber•uhrt. D.h f•ur dieses
R1 ist der Bereich A ausAbb. 3.19auf eineneinzelnenPunkt zusammengeschrumpft. F•ur
st•arker negative Re verschwindet dieserdann vollst•andig, wie auch in Abb. 3.21 (links)
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f•ur Re = � 7 (orange,strichpunktierte Linie) erkennbar.
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Abbildung 3.21:links: MarginaleStabilit •atskurvenderL2-SPI bei Variation von
Re. Kontrollparameter: R2 = 0; rechts: Verlauf der Bergspitzebzgl. der 
 = 0-
Ebenebei Variation von Re. Kontrollparameter: R1 = 171:88; R2 = 0; � = 0:5

Die bereits weiter oben angesprocheneR2-Abh•angigkeit ist ebenfalls sehr gut aus den
Abb. 3.10-3.14ablesbar.Auch die Abnahme der GegenrotationR2 (zu st•arker positiven
Werten) bedingt (vgl. auch Abb. 3.21) ein Verschieben der Sprungstelle zu st•arkeren
Durch
 •ussenRe hin; z.B. liegt diesef•ur R2 = � 50 im Bereich � 12 � � 11 und f•ur R2 = 0
bei � 7 � � 6. Es f•allt jedoch auf, dass die linearen Koe�zien ten bei einem Wert von
R2 = � 150im gesamten untersuchten Bereich kein besonderesVerhaltenaufweisen(hierbei
bleibt die niedrigste Nullstellenl•osung erhalten). Mittels Rechnung zu weiter negativen
Durch
 •ussenkonnte aber auch hier ein qualitativ •ahnliches Verhalten wie bei geringer
Rotation festgestellt werden. Auch f•ur den Fall gleichgerichteter Rotation R2 = 50 ist
kein Sprung mehr in den Koe�zien ten zu erkennen.Weitere Rechnungen hierzu zeigten
ebenfalls,dassesin diesemBereich nur die 'h•ohere'L•osunggibt, da der Berg bei demdort
vorgegebenenParametersatzimmer unterhalb der 
 = 0 Ebeneverbleibt.

Um einen qualitativ en Einblick in den Verlauf der marginalen Kurven bei Variation
einesgegebenen ParametersatzesR1; R2; k; 
 zu gewinnen, ist in Abb. 3.23 die 
 = 0
Iso
 •ache C(R1; k; R2)j 
 =0

3 als Funktion der Kontrollparameter R1; R2 f•ur k dargestellt.
Ein Schnitt bei konstantem R2 liefert somit direkt die hierzu geh•orendemarginaleKurve.

3(Auf Anregung von, nennenwir ihn Christian H., oder nein doch lieber C. Ho�mann: 'W •are esnicht
sch•on 4D als 3D darzustellen, da erkennt man dann alles auf einen Blick!'
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Abbildung 3.22:Marginale Stabilit •atskurven der L2-SPI bei Variation von R2.
Kontrollparameter: Re = � 6; � = 0:5 Zur besseren•Ubersichtlichkeit wurden
die Kurven f•ur R2 = � 6; � 9 weggelassen.F•ur die durchgezogeneLinien gilt
R2 < 0 und bei strichpunktierten R2 > 0; schwarze Kurve: R2 = 0; gleich
Farben geh•oren zu identischen Betr•agenjR2j.

Die Fl•ache als Ganzesstellt also entsprechend die 'marginale Fl•ache' f•ur R1; R2; k; 
 dar.
Gut zu erkennen ist ein Bereich � 5:5 < R2 < 2:5 in dem •ahnlich zu Abb. 3.15 ein von
dem •ubrigen GebirgeabgesetzterBerg auftritt. In diesemR2 Bereich besitzt die marginale
Kurve, analogzu Abb. 3.18mehr als nur eineL•osung.
Hierzu sind in Abb. 3.24 die Bifurkationsschwellen R1;mar g(R2) f•ur zwei unterschiedliche
aber festeWellenzahlenk = 3:6 und k = 4:5 der m = 2 Mode einer L2-SPI aufgetragen.
Dies entspricht geradeeinem Schnitt in Abb. 3.23 bei der entsprechenden Wellenzahl.
Hierzu wurde k = 3:6 so gew•ahlt, dassdieseetwa der in Abb. 3.18 eingezeichneten Wel-
lenzahl k = 3:6355entspricht, wobei jedoch entscheidendist, dasseszu dieserWellenzahl
genau3 Schnittpunkte 1; 2 und 3 mit den marginalenKurven gibt. Hier sollten also auch
drei L•osungenan eben diesenSchnittpunkten herausbifurkierenk•onnen. Betrachtet man
sich die in Abb. 3.24 dargestelltenBifurkationsschwellen R1;mar g(R2) so besitzt die rote
Kurve die 'gewohnte' Darstellung; diesebesitzt ihr Minimum f•ur R2 � � 75 und w•achst
sowohl f•ur negativere, als auch positivere R2 (hierbei deutlich st•arker) kontinuierlich an.
Ein ganzanderesund bislang nicht beobachtetes Anwachsverhalten zeigt sich aber f•ur die
Wellenzahlk = 3:6 (blaue Kurve). Entsprechend dieserexistiert ein Bereich, f•ur den bei
Erh•ohung desKontrollparametersR1, keineWellenzahlmehr linear wachstumsf•ahig ist. Bei
dem hier gegebenemParametersatzRe = � 6; � = 0:5 liegt dieserbei R2 = � 5:47::2:82,
bzw. bei festem R2 = 0 wie aus Abb. 3.18 ersichtlich f•ur Wellenzahlenk = 3:45::3:73.
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Abbildung 3.23: 
 = 0 Iso
 •ache C(R1; k; R2)j 
 =0 einer L2-SPI •uber der (R1; k)
Ebeneals Funktion von � 10 � R2 � 10; Diesekennzeichnet den Verlauf der
marginalenKurvenbei Variation von R2; Kontrollparameter: Re = � 6; � = 0:5.

In Abb. 3.24 l•auft die Kurve f•ur k = 3:6 bei kontinuierlich wachsendemR1 ab einem
R2 = 2:82 zun•achst r•uckw•arts zu kleinerenR2 hin. Ab R2 = � 5:47 •andert sich dieserneut
und mit wachsendemR1 nehmenauch die Werte von R2 zu.

Die Ursache des 'Sprung-Ph•anomens'ist letztendlich auf die numerisch Berechnung mit-
tels Shooting-Verfahren zur•uckzuf•uhren. Durch die, abh•angig vom Parametersatz,auftre-
tende Ausbildung eineseinzelnen'Bergs' aus dem gesamten Gebirgeder Eigenwert
 •ache
� (R1; k), insbesonderedes Realteils 
 (R1; k), herausund dessenLage zur 
 = 0 Ebene,
kann es bereits bei sehr kleinen •Anderungen in Re (R2) zu entsprechend gro�en in R1

kommen.Physikalisch scheint essozu sein,dasssich die M = 2 Strukturen bei gegebenen
R2 (Re) ab einemgewissenRe0 (R2;0) nicht mehr in der N•aheder Wellenzahlenk wie bei
etwas gr•o�eren Re (R2) stabilisieren lassen.Bei solchen Parameters•atzen scheint dies nur
bei entsprechend gro�en ReynoldszahlenR1 der Fall zu sein.
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Abbildung 3.24: Bifurkationsschwellen R1(R2) einer L2-SPI f•ur feste Wellen-
zahlen k = 3:6 und k = 4:5; Kontrollparameter: Re = � 6,� = 0:5; rechts ist
der entscheidendeBereich der Schwellen nochmals vergr•o�ert dargestellt.

Neben den hier diskutierten Abh•angigkeiten der Aufspaltung der marginalenKurve in
zwei nicht mehr zusammenh•angendeTeilbereiche bzgl. Durch
uss Re und Gegenrotation
R2 konnte weiterhin noch eineAbh•angigkeit mit dem Radienverh•altnis � festgestelltwer-
den. In dem hier haupts•achlich untersuchten Bereich � 20 � Re � 20 trat das 'Ph•anomen'
erst unterhalb einesRadienverh•altnissesvon � � 0:519 auf. DieseAufspaltung wird auch
bei der nun folgendenDiskussionder Stabilit •atsschwellen von entscheidenderBedeutung
sein.

3.2.1 Resum �e

Das entscheidendeErgebnisdiesesAbschnitts ist die f•ur L2-SPI gefundenekomplexeTo-
pologieder marginalenStabilit •ats
 •achen, wie z.B. in Abb. 3.23dargestellt ist. Abb. 3.15
zeigt, wie die 
 -Fl•ache der L2-SPI einen einzelnenBerg ausbildet, dessenLage bez•uglich
der 
 = 0-Ebene von entscheidenderBedeutung ist. Durchst•o�t er die 
 = 0-Ebene, so
existieren nichtzusammenh•angendemarginale Kurven (vgl. rote Kurven in Abb. 3.15)
und esentsteht eine 'Insel', innerhalb derer einzelneModen wachstumsf•ahig sind. Dies ist
ein neues,bislangnoch unbekanntes Verhalten. W•ahrendauf der Stabilit •ats
 •ache f•ur TVF
und 1-SPInirgendslokaleMaxima auftreten besitzt sief•ur L2-SPI ganzo�ensichtlich einen
einzelnenGipfel (vgl. Abb. 3.23).
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Kapitel 4

Kon vektiv e und absolute
Instabilit •atsschwellen

4.1 Charakterisierung der Stabilit •atsb ereiche

Bisher wurden Eigenschaften von St•orungen direkt am kritischen Punkt (kc; R1c) unter-
sucht.,d.h. ebeneWellen mit unendlicher Ausdehnung (vgl. Abb. 4.1). Be�ndet sich das
Systemnun aber im •uberkritischen Bereich, wird ein ganzesWellenzahlbandangeregt,so
dassdurch Superposition angeregterModen einer•aumlich lokalisierte St•orung in Form ei-
nesWellenpakets entstehen kann, was in Abb. 4.2 schematisch dargestellt ist. Diesesl•a�t
sich mittels desAnsatzes(3.6) gut beschreiben.

Abbildung 4.1: Unendlich ausge-
dehnte kritische Eigenmode.

Abbildung 4.2: R•aumlich be-
schr•anktes Wellenpaket als Su-
perposition aller im •uberkriti-
schen Fall angeregtenEigenmo-
den.

Der Schwerpunkt desWellenpaketesbewegt sich mit der axialen Gruppengeschwindig-
keit wg, die eineFunktion desDurch
ussesRe ist, wie in Abb. 3.2 und 3.3 f•ur 1-SPI und

69
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Abb. 3.4 und 3.5 f•ur 2-SPI bereits gesehen.Im Gegensatzzur unendlich ausgedehnten
St•orung gibt esaufgrund der r•aumlichen LokalisierungdesWellenpaketesdie M•oglichkeit,
dassjede St•orung trotz positiven Anwachsverhaltens (
 > 0, vgl. 1.12) durch die Grup-
pengeschwindigkeit wg von jedembeliebigenOrt desSystemswegtransportiert wird. Es ist
somit wichtig, neben dem Wert von 
 , wie bisher, auch noch dessenbetragsm•a�ige Gr•o�e
j
 j zu betrachten, was zur Unterscheidung der folgendendrei F•alle f•uhrt (Abb. 4.3):

konvektiv intabil

absolut instabil

v

e

a)
b)

c)

absolut stabil

Abbildung 4.3: Zeitlicher Verlauf lokalisierter bzw. unendlich ausgedehnter
St•orungen mit den daraus resultierenden Stabilit •atsbereichen; gr•une Pfeile
symbolisieren das Wachstumsverhalten der Amplituden; schwarze Pfeile ste-
hen f•ur die Frontgeschwindigkeiten v� im Fall deslokalisierten Wellenpaketes;
Geschwindigkeit v von links nach rechts. Bereiche: a) absolut stabil , b) kon-
vektiv instabil , c) absolut instabil

1. 
 < 0: Jegliche St•orung im Systemwird wegged•ampft. Nach einer endlichen Zeit ist
dasSystemwieder in den Grundzustandzur•uckgekehrt. Der Grundzustandhei�t f•ur
solche Parameter dann absolut stabil gegen•uber St•orungen(Abb. 4.3a). Dies gilt
sowohl f•ur den Fall einer unendlich ausgedehnten Welle, als auch f•ur ein einzelnes
lokalisiertesWellenpaket (vgl. Abb. 4.1 und 4.2 ).
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2. 
 > 0 Die Bewegungdesgesamten Wellenpaketesmit wg ist so gro�, dassdas An-
wachsverhalten der St•orung diesean einem bestimmten Punkt nicht kompensieren
kann. W•ahrenddie Amplitude desSchwerpunkts zwar kontinuierlich zunimmt, wan-
dern beide Fronten des Wellenpaketes in die gleiche Richtung wie die Gruppenge-
schwindigkeit wg (Abb. 4.3b). Da es sich um eine lokale St•orung handelt, stirbt
diese folglich an jedem Ort des Systemsnach einer endlichen Zeit aus und selbi-
geskehrt in seinenGrundzustand zur•uck. Entscheident hierbei ist, dassessich um
ein einzelnes,lokalisiertesWellenpaket handelt, da ein Wachstum der Amplitude bei
unendlich ausgedehnten St•orungensomit das gesamte Systemerf•ullt. Es ist hierbei
wichtig auf die Wahl desjeweiligen Bezugsystemszu achten. Im Laborsystemist in
diesemFall eine vorbeilaufendeKonvektionsstruktur erkennbar, die aber sobalddie
Systemgrenzen•uberschritten sind wieder verschwindet. DiesenSachverhalt bezeich-
net man als konvektiv instabil .

3. 
 > 0 und gro� genug, um St•orungenan jedembeliebigenOrt desSystemsanwachsen
zu lassen,unabh•angig von der Gruppengeschwindigkeit wg mit der der Schwerpunkt
desPaketsefortbewegt wird (Abb. 4.3c).Diesbedeutet,dassdie Fronten desPakets
im mitb ewegten Bezugsystemin entgegengesetzteRichtungen propagieren,die zu-
geh•origenFrontgeschwindigkeiten v� somit unterschiedliche Vorzeichen besitzenund
der Systemgrundzustandim gesamten Systemnach endlicher Zeit ausstirbt. Dieser
Zustand wird demzufolgeals absolut instabil bezeichnet.

Es seinoch einmal ausdr•ucklich darauf hingewiesen,dassbei der De�nition der Begri�e
absoluterund konvektiver Instabilit •at die Wahl desBezugsystemsvon entscheidenderBe-
deutung ist. Be�ndet man sich n•amlich geradeim Schwerpunktsystem, fallen konvektive
und absoluteInstabilit •at zusammen.

4.2 Lineare Analyse lokalisierter St •orungen

Im Folgendensei
�!
X (z; t) ein lokalisiertesSt•orwellenpaket im Ortsraum, entstanden knapp

oberhalb deskritischen Punkts. Als Wellenzahlspektrum f•ur reellek ergibt sich (der Ein-
fachheit halber wird als r•aumliche Koordinate ~x nur die Richtung der Strukurbildung z
betrachtet):

�!
X (z; t) =

1
p

2�

Z 1

1
dk

�!
~X (k; t)eik z (4.1)

(3:1; 3:6; 3:10) =)
�!
X (z; t) =

1
p

2�

Z 1

1
dk

�!
~X (k; t = 0)eik z+ � (k)t (4.2)

Somit sind die entscheidendenGr•o�en f•ur das Wachstumsverhalten der St•orung gegeben
durch:

1. den Eigenwert � (k)
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2. den Anfangszustand
�!
X (k; t = 0) = 1p

2�

R1
1 dk

�!
X (z; t = 0)e� ik z

Interessant ist nun das Langzeitverhalten eines solchen Wellenpaketes im mitb ewegten
Bezugsystemund insbesondereim Laborsystem. Die Idee hierbei besteht darin mittels
Gauss'scherErg•anzung(z = vt) die axiale Koordinate z mit in den Eigenwert einzubezie-
hen.

�!
X (z = vt; t) =

1
p

2�

Z 1

1
dk

�!
~X (k; t = 0)e�( k)t ; wobei �( k) := � + ik w (4.3)

Somit ist �( k) := � + ik w der neue Eigenwert, in dem mit der Geschwindigkeit v mit-
bewegten Bezugsystem.DiesesIntegral l•a�t sich im Limes t ! 1 n•aherungsweise un-
ter Zuhilfenahmeder Sattelpunktsmethode [Anhang] berechnen. Somit ergibt sich f•ur das
Langzeitverhalten

�!
X (z = wt; t)j t !1 t

1
p

2�
e�( Qs )t

Z

C0
dQ

�!
~X (Q; t = 0) (4.4)

mit der i.A. komplexenWellenzahl

Q = k � iK (4.5)

(k :=reelle axiale Wellenzahl,K :=axiale Wachstumsfate,C0 :=In tegrationsweg im Kom-
plexen)
Das verbleibende Integral auf der rechten Seite in (4.4) besitzt einen konstanten Wert,
so dassesim Langzeitverhalten gen•ugt �( Qs) zu untersuchen1. Dabei erh•alt man Qs aus
der folgendenSattelpunktsbedingung(hier unter der Annahme, dassnur ein Sattelpunkt
existiert):

@�( Q)
@Q

�
�
�
�
Qs ;� c

=
@�( � + iQw)

@Q

�
�
�
�
Qs ;� c

= 0 (4.6)

Verantwortlich f•ur das Wachstumsverhalten der St•orung ist der Realteil Re[�( Qs)]. F•ur
Re[�( Qs)] > 0 ist die St•orung im mitb ewegten Bezugssystemwachstumsf•ahig. Im umge-
kehrten Fall Re[�( Qs)] < 0 wird die St•orung wegged•ampft, so dassdurch

Re[�( Qs)]j � c = 0 (4.7)

die Schwelle � c zwischen absoluterStabilit •at und konvektiv instabilem Verhalten liegt. Um
nun analogdie Schwellezwischenabsoluter-und konvektiver Instabilit •at � c� a zubestimmen
muss man sich ins Laborsystem (w = 0) begeben und dort die Wachstumsschwelle der
St•orung bestimmen.Dazu wird eine Front desSt•orwellenpaketes im Laborsystem�xiert,
so dasssich in diesemFall folgendeSattelpunktsbedingunganalogzu (4.6) ergibt:

@�
@Q

�
�
�
�
Qs ;� c� a

= 0 (4.8)

1Der Index s dient von nun an der Kennzeichnung desSattelpunktes Qs = ks � iK s in der komplexen
(k,K) Ebene.
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Auch hierbei legt wiederumder Realteil

Re[� (Qs)]j � c� a = 0 (4.9)

die GrenzedesAnwachsverhaltensfest. Hierausresultierendrei Bereiche (Tab. 4.1), in die
sich der Parameterraumunterteilen l•a�t.

Verhalten bzgl. St•orungen zugeh•origer Parameterbereich

absolut stabil � < 0
konvektiv instabil 0 < � < � c� a

absolut instabil � > � c� a

Tabelle 4.1: Einteilung desParameterraumsnach den unterschiedlichen Stabi-
lit •atskriterien. � c� a(Re) = R1c� a (Re)

R1c (Re) � 1

Wie bereits in Abschitt 2.3.4 durchgef•uhrt, werden die jeweiligen Stabilit •atsgrenzen
noch bzgl. R1c(Re = 0 ='kritisc her Wert ohneDurch
uss' normiert.

� x (Re) =
R1x (Re)

R1c(Re = 0)
� 1 (4.10)

( ) � x (Re) = � x (Re)[1 + � c(Re)] + � c(Re) (4.11)

(wobei x = c oder x = c � a)

4.3 Berec hnung der Grenze zwischen absoluter und
konvektiv er Instabilit •at

Eine ebensoeinfach wie schnelle M•oglichkeit um zwischen absoluter und konvektiver In-
stabilit •at unterscheiden zu k•onnen, beruht auf der Dispersionsrelation! (k) desSystems.
Diese l•a�t sich approximativ aus der schon beschriebenen linearen Amplitudengleichung
(3.5) gewinnen.Dabei sei nochmals angemerkt,dassdiesenur in hinreichender N•ahe der
kritischen Werte k � kc und � � � c gilt. Ausgehendvon Gleichung (3.11) und unter
Verwendungvon Q.

� (�; Q) = � � A = � i (Q � kc)wg + (1 + ic0)
�
� 0

� (1 + ic1)
� 0

2

� 0
(Q � kc)2 � i! c (4.12)

erh•alt man unter Ausnutzung der Sattelpunktsbedingung(4.6):

0 =
@�( Q)

@Q

�
�
�
�
Qs

=
� 0

2

� 0
(Q � kc)

�
�
�
�
Qs

(4.13)
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Nach Au
 •osungund Trennung von Real-und Imagin•arteil ergibt sich f•ur den Sattelpunkt:

Qs = kc �
� 0c1wg

2(1+ c1
2)� 0

2

| {z }
� i

� 0wg

2(1+ c1
2)� 0

2

| {z }
(4.14)

= ks � i K s (4.15)

Setzt man densoermittelten Sattelpunkt (4.15) nun in die allgemeineSchwellenbedingung
(4.8) @�

@Q jQs ;� c� a = 0 ein, �ndet man nach einfacher aber etwas umst•andlicher Rechnung
folgendeBedingungf•ur die Schwelle:

� c� a =
� 0

2wg
2

4(1+ c1
2)� 0

2 (4.16)

Hierausergibt sich mit der Normierung (4.10) analogzu (4.11):

� c� a(Re) =
� 0

2wg
2

4(1+ c1
2)� 0

2 [1 + � c(Re)] + � c(Re) (4.17)

Bei dieserMethode, die Schwelle zwischen absoluter- und konvektiver Instabilit •at zu be-
rechnen,besteht der Vorteil eindeutigdarin, dasslediglich die Kenntnis der linearenKoe�-
zienten (Abb. 3.3-3.14)der Amplitudengleichungennotwendig ist. Der Nachteil ist jedoch,
wie anfangsbeschrieben, dassderenG•ultigkeit auf einenkleinen Bereich in der N•ahe der
kritischen Werte � c und kc beschr•ankt ist. Deutliche Abweichungen zu anders ermittel-
ten Ergebnissensind also insbesonderein den Bereichen zu erwarten, in denendie beiden
Schwelle � c und � c� a weit auseinanderliegen.
Ein sehr wichtiger Tatbestand ist, dassdie bei dieserBerechnungsvorschrift zugrundege-
legte Dispersionsrelationder linearen Amplitudengleichung (3.5) ein bzgl. der Wellenzahl
k nur quadratisches Polynom darstellt. Dies bedingt, dassmit dieserMethode h•ochstens
ein Sattelpunkt existieren kann. F•ur die Existenz einesweiteren, also zweiten Sattels ist
mindestensein Polynom dritten Grades erforderlich. Dies wird im Folgendennoch von
entscheidenderBedeutungsein.

Eine andere und exaktere M•oglichkeit besteht in der numerischen Berechnung der Di-
spersionsrelation� (Q) ausden vollen linearisierten Navier-StokesGleichungenmittels der
L•osbarkeitsbedingung(2.33). Hierzu m•ussenaber auch die Wachstumsschwelle, sowie die
Sattelpunktsbedingung(4.6) auf numerischem Wegebestimmt werden.Unter Zuhilfenah-
me der Cauchy-Riemann-Gleichungenergibt sich aus :

Re[� (Qs)]j � c� a = 0 (4.18)

 (Qs)

K s

�
�
�
�
� c� a

=
@
 (Q)

@K

�
�
�
�
Qs ;� c� a

=
@
 (Q)

@k

�
�
�
�
Qs ;� c� a

= 0 (4.19)

Somit reduziert sich dasProblemauf ein Nullstellenproblem,bei demdieNullstelle (ks; K s; � c� a)
der Funktion

F (k; K ; � ) :=

0

@

 (Q)
@
 (Q)

@K
@
 (Q)

@k

1

A =

0

@
1
@

@K
@

@k

1

A 
 (Q) (4.20)
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zu ermitteln ist. Numerisch kann dies z.B. mittels Newton-Raphson-Verfahren [Anhang]
durchgef•uhrt werden. Interessant ist hierbei (vgl. 4.18-4.20),dassder auf der (k; K ; R1)
Fl•ache gesuchte Sattelpunkt auch gleichzeitig einen Sattelpunkt auf der (
 (k; K ) = 0)-
Iso
 •ache darstellt (vgl. (4.20)).
Im Gegensatzzum ersten Verfahren besitzendie hier bestimmten Schwellen ihre G•ultig-
keit auch noch au�erhalb desBereichesk � kc und � ' � c. DiesergestiegeneKomfort an
Genauigkeit •uber einengr•o�eren Bereich wird jedoch durch einendeutlich h•oherenRechen-
aufwand erkauft. Im Gegensatzzur Berechnung der Schwellemittels der Dispersionsrelation
! (k) k•onnenhiermit aber auch mehrereSattelpunkte ermittelt werden.

4.4 Wachstumssc hwellen von L2-SPI Strukturen

Mittels der numerischen VerfahrendesvorangegangenenAbschnitts soll nun dasVerhalten
von L2-SPI im Bezug Nachdem in Abschnitt 3.1.4 gesehenenVerhalten der linearen Ko-
e�zien ten in Abh•angigkeit von Re, insbesondereder dabei aufgetretenenSpr•unge (Abb.
3.10-3.14),l•a�t sich bereits hier vermuten, dassdie Variante 1 weitere Problememit sich
f•uhrt. Desweiteren werden die vollen Linearen Gleichungen (2.22) zur L•osung herange-
zogen,da dieseauch entfernt vom Einsatzpunkt ihre G•ultigkeit besitzen.Wie zuvor be-
schrieben erh•alt man als Resultat dieser •Uberlegungzun•achst den komplexenSattelpunkt
Qs = ks � iK s und darausnun die gesuchte Wachstumsschwelle � c� a. Wie sich noch zeigen
wird, ist esgeradedieserSattel im Fall von L2-SPI, der entscheidendvon den Parametern
� ; R2 und Re beein
u�t wird.

Die soerhaltenenreduziertenStabilit •atsgrenzen� x (x = 0 c0 oder 0c� a0) sind in den fol-
gendenAbb. 4.4- 4.7 f•ur � = 0:7 und 0 � Re � 20,sowie f•ur � = 0:5 und � 20 � Re � 20,
jeweils f•ur unterschiedliche R2 dargestellt. Zum besserenVergleich der verschiedenenKur-
ven wurden dieseauf die kritischen Werte R1c(Re = 0) bei verschwindendemDurch
uss
normiert. Zu sehensind der Reihenfolgenach (von unten nach oben) die Schwelle zwi-
schen absolutstabilem Veralten und konvektiver Instabilit •at � c(Re) (schwarz) , sowie der
•Ubergangvon konvektiverzu absoluterInstabilit •at � c� a(Re). F•ur letzterenFall sind sowohl
die Ergebnissebzgl. der GLN (rot), als auch aus den vollen Linearen Gleichungen (gr•un)
eingetragen.Die gewonnenenSchwellen f•ur � = 0:7 dienensowohl zur Kontrolle desCodes,
als auch als Referenzen.Wie sich n•amlich zeigenwird, f•uhrt unter AnderemeineAbnahme
desRadienverh•altnisseshin zu � = 0:5, zu einem bis dahin nicht beobachtetes Verhalten
der Wachstumsschwellen � c� a(Re). Es treten geschlosseneKurven auf.

In Abbildung 4.4 wurden die unterschiedlichen Bereiche im Fall R2 = 0 noch einmal
explizitmarkiert. Unterhalb der Stabilit •atskurve � c(Re) (schwarz) ist der Grundzustand
absolutstabil. Dar•uber ist er im Bereich � c < � < � c� a konvektiv instabil, oberhalb � c� a(Re)
(rot, gr•un) ist dasSystemabsolut instabil.
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Abbildung 4.4: L2-SPI: Wachstumsschwellen � c(Re) und � c� a(Re) als Funktion
von Re. rot: Ginzburg-Landau-N•aherung; gr•un: lineare Gleichungen; � = 0:7.
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Abbildung 4.5: L2-SPI:
Wachstumsschwellen � c(Re)
und � c� a(Re) als Funktion
von Re. rot: Ginzburg-
Landau-N•aherung; gr•un:
lineare Gleichungen; � = 0:7.

Betrachtet man die Abb. 4.4- 4.7,sof•allt zum einenauf, dasssich die Stabilit •atsschwel-
len � c(Re); � c� a(Re) bei gleichem R2 und Verkleinerung von � = 0:7 nach � = 0:5 doch
deutlich nach unten, alsozu kleineren� Wertenund somit n•aheran die kritischenWertever-
schieben.Soliegenz.B. die Schwellenwerte bei R2 = � 50bei � = 0:7 f•ur absoluteStabilit •at
bei � c(Re = 20) � � 0:01 und � c� a(Re = 20) � 0:9(GLN ) � 1:5(N SE), gegen•uber ent-
sprechendenWerten � c(Re = 20) � � 0:22 und � c� a(Re = 20) � 0:2(GLN ) � 1:3(N SE)
bei � = 0:5. Dieszeigt auch gleich eineweitereAu� •alligkeit, dassdie Schwelle � c bei � = 0:5
f•ur Re > 0 doch recht deutlich zu negativen Werten hin verschoben wird.
Eine weitere starke Abh•angigkeit mit dem Radienverh•altnis zeigt das jeweils verwende-
te Verfahren zur Berechnug des konvektiv-instabilen •Ubergangs.W•ahrend f•ur den Fall
� = 0:7 die unterschiedlichen L•osungennoch einigerma�en •ubereinstimmen, so kommt
es bei � = 0:5 doch zu sehr drastischen Unterschieden, die sich mit Abnahme der Ge-
genrotation R2 zunehmendverst•arken. Am ersichtlichsten ist dies in Abb. 4.6 bei den
beiden GegenrotationszahlenR2 = 0 und R2 = 50. Hier stellt die anhand der linearen
GleichungengewonneneL•osung� c� a(Re) f•ur R2 = 0 einegeschlossene Kurv e dar. Hier-
auf wird in den folgendenAbschnitten 4.5 und 4.6 im Einzelnen noch ausf•uhrlich ein-
gegangenwerden. Noch extremer ist der Unterschied sogar bei R2 = 50, da bei diesem
Parametersatzaus den vollen linearen Gleichungen keine L•osungzu ermitteln war. Dies
bedeutet, dasssich das Systemdemzufolge,nach •Uberschreitung der konvektiven Stabi-
lit •atsschwelle, permanent im konvektiv-instabilen Zustand be�ndet. Es scheint als sei die
Ginzburg � Landau � N •aherung in diesemBereich ungeeigneteineAussage•uber die Sta-
bilit •atsschwellen � c� a(Re)zu tre�en.
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Abbildung 4.6: M = 2 SPI: Wachstumsschwellen � c(Re) und � c� a(Re) als
Funktion von Re. rot: Ginzburg-Landau-N•aherung; gr•un: lineare Gleichungen;
� = 0:5; Man beachte besondersdie Graphenzu R2 = 0 und R2 = 50, in denen
die L•osung� c� a(Re) der linearen Gleichung eine geschlosseneKurve darstellt,
bzw. •uberhaupt nicht existiert. Dies liegt in der ausAbschnitt 3.2, Abb. 3.18
bereitst bekannten Aufspaltung der marginalenKurven.
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Der in Abb. 4.6 f•ur R2 = 0 und Re � � 6 gut zu erkennendeSprung in der kon-
vektiven Stabilit •atsschwelle � c(Re), sowie die mittels GLN gewonnenekonvektiv-instabile
Stabilit •atsschwelle � c� a(Re) ist unmittelbar auf die aus Abschnitt 3.2, Abb. 3.18bereits
bekannten Aufspaltung der marginalenKurven zur•uckzuf•uhren. Denn abh•angig vom Auf-
treten von 'Inseln', innerhalb derereinigeModenwachstumsf•ahig sind, werdenverschidene
S•attel an verschiedenenmarginalen Kurven ermittelt. F•ur den Fall, dasseine Insel vor-
handen ist, handelt es sich hierbei um S•attel bei Wellenzahlen3:4 � k � 3:7. Liegt der
'Berg' jedoch unterhalb der 
 = 0 Ebene,sodasseineInsel mit wachstumsf•ahigenModen
auftritt, erfolgt die Sattelpunktsanalysef•ur deutlich gr•o�ere Wellenzahlen4:5 � k � 5:5.

Abbildung 4.7: L2-SPI:
Wachstumsschwellen � c(Re)
und � c� a(Re) als Funktion
von Re. rot: Ginzburg-
Landau-N•aherung; gr•un:
lineare Gleichungen; � = 0:5.

Um diesesneugefundeneVerhaltenderkonvektiv-instabilen Stabilit •atschwellebei Ver•ande-
rung von � nochmalsgesondertdarzustellen,sind diesein Abb. 4.8 im Bereich � 5 � Re �
10 einandergegen•ubergestellt und unterschiedliche Stabilit •atsbereiche mittels Farben ko-
diert. W•ahrend im rechten Graphen (� = 0:7) die gewohnte Reihenfolgeder Stabilit •ats-
grenzenbzgl. TVF und 1-SPI, von absolut (1) •uber konvektiv-instabil (2) hin zu absolut
instabil (3) lautet, soerkennt man im linken Graph (� = 0:5) einenBereich, abh•angig von
Re, f•ur dendiesessonicht mehr gilt. Hier kehrt dasSystembei Durch
 •ussen� 5 � Re � 2
erneut von absolut instabilen zu konvektiv-intabilen Verhalten zur•uck. Die konvektiv in-
stabile Region(2) ist somit zweigeteilt, in einenBereich (2a), in demdasSystemdurchweg
in diesemZustand verharrt und nie zu absoluter Instabilit •at gelangt (Zumindest in dem
hier untersuchten •uberkritischen Bereich bis � = 7). Weiterhin gibt esaber auch Gebiete
(2b), in dem nun das Systemnach absoluter Instabilit •at (3) in einenkonvektiv instabilen
Zustand zur•uckkehrt und dann in diesemverbleibt.

Die in den Abb. 4.4-4.7 dargestellten Stabilit •atsschwellen � c(Re) und � c� a(Re) der
GLN wurden weiterhin mittels einesPolynoms6-ten Grades

� x (Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4 + a5Re5 + a6Re6
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Abbildung 4.8:L2-SPI: Vergleich der Wachstumsschwellen � c(Re) und � c� a(Re)
als Funktion von Re mit den unterschiedlichen Stabilit •atsbereichen: 1: absolut
stabil, 2: konvektiv-instabil, 3: absolut instabil; links: � = 0:5, rechts: � = 0:7

(x = 0 c0 oder x = 0 c� a0), f•ur die unterschiedlichen R2, ange�ttet und die Ergebnissein den
Tabellen4.2und 4.3 f•ur die beidenRadienverh•altnisse� = 0:7, sowie � = 0:5 zusammenge-
stellt. Bei letzterem Radienverh•altnis seinochmalsausdr•ucklich auf denG•ultigkeitsbereich
der ermittelten Fitparameter verwiesen.Diesererstreckt sich, von positiven Re kommend
bis hin zu der in den linearen Koe�zien ten aufgetretenenSprungstellein Abb. 3.10-3.14.
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� c(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4 + a5Re5 + a6Re6

R2 50 0 -50 -100 -150
a0 � 109 1.382 -25.9122 -0.6868 -3.7610 -4.6105
a1 � 103 -0.8379 -3.3531 -6.7119 -5.7655 -4.1631
a2 � 104 1.7962 3.4200 2.9160 2.0603 1.5659
a3 � 107 -3.3833 -7.0225 -6.8819 -5.8528 -7.3701
a4 � 108 -0.6052 -5.1373 -1.1455 -0.6672 -0.8477
a5 � 1010 0.4256 6.5823 -0.1910 0.9055 3.1572
a6 � 1013 -0.2276 4.5777 18.303 -3.0283 -29.52832

� c� a(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4 + a5Re5 + a6Re6

R2 50 0 -50 -100 -150
a0 � 103 0.3522 163.202 2.7783 5.8696 8.95207
a1 � 103 -1.3038 47.9965 -3.1695 -1.4909 4.7055
a2 � 103 3.9221 -6.0136 3.8404 5.2404 3.9482
a3 � 104 -3.6183 1.6845 -2.2988 -5.5690 -2.12439
a4 � 105 3.1485 -1.5608 2.1941 5.8813 2.1115
a5 � 106 -1.3901 6.6202 -1.08365 -2.9317 -1.1167
a6 � 108 2.3065 -10.6608 1.9224 5.2839 2.1338

Tabelle 4.2: Fitparameter der beiden Instabilit •atsschwellen � c(Re) und
� c� a(Re), gewonnen aus der GLN , bzgl. m = 2 Mode einer L2-SPI f•ur un-
terschiedliche R2; � = 0:7. Die entsprechendenWerte der R2-SPI lassensich
mit der zugeh•origenSymmetrietabelle (3.2) wie bereitsbei den 'geraden' linea-
ren Koe�zien ten gesehenermitteln.
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� c(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4 + a5Re5 + a6Re6

R2 -150 -100 -50 0 50
a0 � 106 -0.1013 -0.9503 -2.1909 -8.0625 -307.269
a1 � 102 -1.2001 -1.6640 -2.3561 -2.5289 -3.6980
a2 � 104 4.1686 6.1550 10.2397 11.4977 -7.2401
a3 � 105 -0.9032 -1.6718 -38182 -5.2166 29.6214
a4 � 106 -0.1760 0.4580 1.4135 2.4703 -18.7740
a5 � 108 -0.2981 -0.9713 -3.5883 -7.4367 47.8835
a6 � 1010 0.2939 1.0291 4.1729 9.6165 -40.1943

� c� a(Re) = a0 + a1Re+ a2Re2 + a3Re3 + a4Re4 + a5Re5 + a6Re6

R2 -150 -100 -50 0 50
a0 � 103 13.6188 9.5354 5.1755 1.9139 10.5681
a1 � 102 -0.4776 -1.0105 -2.0386 -2.4082 -3.6393
a2 � 103 1.4125 1.1802 1.8671 1.6254 1.2024
a3 � 105 5.8979 9.4144 -5.1743 -2.1761 -2.9271
a4 � 106 -4.6142 -7.7908 4.9962 0.9005 8.7224
a5 � 107 1.9114 2.9308 -2.6856 -0.4139 -5.8610
a6 � 109 -3.3873 -4.7621 4.8035 0.5125 11.4424

Tabelle 4.3: Fitparameter der beiden Instabilit •atsschwellen � c(Re) und
� c� a(Re), gewonnen aus der GLN , bzgl. m = 2 Mode einer L2-SPI f•ur un-
terschiedliche R2; � = 0:5. Die entsprechendenWerte der R2-SPI lassensich
mit der zugeh•origen Symmetrietabelle (3.2) wie bereits bei den 'geraden' li-
nearenKoe�zien ten gesehenermitteln. Die G•ultigkeit dieserFitparameter gilt
nur, von positiven Durch
 •ussenRe kommend, bis zu der jeweils sichtbaren
Sprungstellein den linearen Koe�zien ten (vgl. Abb. 3.10-3.14).
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4.5 Parameterabh •angigk eit der Wachstumssc hwellen

Wie im vorherigenAbschnitt bereitsgesehenzeigendie Wachstumsschwellen u.a. einestar-
ke Variation bzgl. desRadienverh•altnisses� .
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Abbildung 4.9: Konvektiv-instabile Stabilit •atsschwellen � c� a(Re) einer L2-SPI
als Funktion von Re bei Variation von � ; Kontrollparameter: R2 = 0

Neben dieserkonnten noch weitereEin
 •usse,z.B. durch R2 und Re festgestelltwerden.
Diesesollennun im einzelnenn•aheruntersucht werden.Hierzu will ich mich auf die L•osun-
gen,die ausden vollen linearenGleichungengewonnenwurden beschr•anken, da dieseihre
G•ultigkeit auch fernab der kritischen Werte beibehalten.Wie in Abb. 4.6 gesehenversagt
die Ginzburg-Landau-N•aherungim Fall der L2-SPI, bei gewissenParameters•atzen, o�en-
sichlich versagt.Die Ergebnissebzgl. � und R2 Variation sind in denAbb. 4.9 und 4.10zu
sehen.In diesenstellendie konvektiv-instabilenSchwellen,wie schon in Abb. 4.6zu erken-
nen war, zum Teil geschlossene Kurv en bzgl. Re und � c� a der kritischen Werte R1c dar.
Diesbedeutet,dassessich in einigenF•allen bei denabsolut instabilen- um eingeschlossene
Regionenhandelt. Der nun FolgendenTeil sich zuerst auf eben geradediesegeschlossenen
Kurven der L•osungbeschr•anken. Zur genauerenBetrachtung und Erkl •arung der Aufspal-
tung dieserKurven (Abb. 4.10) und vorallem die Aussagekraftder oberenSchwelle seian
dieserStelle auf den folgendenAbschnitt 4.6 verwiesen.Dort soll diesedoch sehr 'kurio-
se' Aufspaltung in zwei L•osungenanhand der zugeh•origen Sattelpunkt genauuntersucht
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werden.Aus Abb. 4.9 geht hervor, dasssich mit Abnahme von � auch der Re Bereich, in
dem diesegeschlossenenKurven liegen,verkleinert. Soreicht er z.B. bei � = 0:54 noch von
� 17 � Re � 15, w•ahrender sich bei � = 0:5 geradenoch von � 6 � Re � 3 erstreckt. Wei-
tere Rechnungenzu noch kleineren� ergaben ein v•olligesVerschwinden der geschlossenen
Kurven und demzufolgedesBereiches absoluter Instabilit •at, wie bereits in Abb. 4.6 f•ur
R2 = 50 gesehen.
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Abbildung 4.10:Konvektiv-instabile Stabilit •atsschwellen � c� a(Re) einerL2-SPI
als Funktion von Re bei Variation von R2; � = 0:5

Interessanter als die Re Abh•angigkeit ist jedoch die ebenfalls mit der Abnahme von
� verkn•upfte Verminderungder •Uberkritischen Werte, bei der das Systemdie konvektiv-
instabile Schwelle zum zweiten Mal durchbricht, nun aber in umgekehrter Richtung, d.h
von absolut zu konvektiv-instabil. So z.B. liegt dieser Wert (f •ur Re = 0) bei � = 0:54
(magenta) etwa bei � c� a � 4:1 was soviel hei�t, als dassman sich � 410%,also sehr weit
•uberkritisch be�ndet. Ganz anderssieht esbei � = 0:5 (cyan) aus:Hier be�ndet man sich
mit einem Wert von � c� a � 0:4 lediglich � 40% oberhalb deskritischen Wertes. Mit zu-
nehmendem� scheint das Gebiet mit absoluter Instabilit •at zunehmendgr•o�er und auch
komplizierter zu werden.Es hat den Anschein, als w•urden die R•ander mit wachsendem�
weiter 'ausfransen'.Analog zur Abh•angigkeit von � ist die Regionabsoluteter Instabilit •at
auch mit der RotationszahlR2 des•au�eren Zylinders verkn•upft, wie in Abb. 4.10zu sehen.
Eine betragsm•a�ige Abnahme von R2 hat hierbei die gleiche Konsequenz,wie die zuvor
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beschriebene •Anderung der geschlossenenBereiche bei Verkleinerungvon � . Auch hier ist
zu erkennen,dassf•ur R2 > 0 die Regionenv•ollig verschwinden, was bereits aus Abb. 4.6
f•ur den Fall R2 = 50 (hier existierte keine Schwelle � c� a bzgl. der linearisierten NSE) be-
kannt ist. Ebensoist die Abnahmeder •uberkritischen Werte, bei denendasSystemin den
konvektiv-instabilen Bereich zur•uckkehrt, bei entsprechenderMinderung von R2 feststell-
bar. Diesevollzieht sich jedoch bei R2- •Anderung weit weniger schnell, als bei der zuvor
beschriebenen� -Variation. Soz.B. liegt die obere Grenzedesabsolut instabilen Bereiches
bei R2 = � 40 f•ur Re = 0 bei etwa 120%(magenta) oberhalb der kritischen Werte, wobei
man sich im Fall R2 = 0 gerademal 65%(orange) •uberkritisch be�ndet.
Um einenbesserenGesamteindruck, der in denbeidenAbb. 4.6und 4.10gesehenen•Ande-
rung der Stabilit •atsschwellenbzgl. � und R2 Variation, zu gewinnensind in Abb. 4.11quali-
tativ beideParameter•anderungenzusammengestellt.Hierzusind in der (� c� a; Re) Ebenedie
Schwellen � c(Re;� )jR2=0 bei verschiedenen� (blau) aufgetragenund dar•uber in z-Richtung
die sich f•ur unterschiedliche GegenrotationenR2 ergebenden Schwellen � c(Re;R2)j � =0 :5,
dargestellt.
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Abbildung 4.11:
Konvektiv-instabile
Stabilit •atsschwellen
� c� a(Re;R2; � ) einer L2-
SPI, bei Variation von
� (blau) und R2 (rot)
f•ur � = 0:5; � = 0:5::0:7,
Re = � 20::20,
R2 = � 50::0

Gut zu erkennenist der sich, mit zunehmenderGegenrotation,tubusartig aufweitende
'Schlauch' f•ur � = 0:5 (vgl. auch Abb. 4.28).

Weitere interessante Abh•angigkeiten im Bezugauf die verschiedenenStabilit •atsschwel-
len ergebensich bei Auftragung diesergegenR2 f•ur unterschiedliche Rewie in Abb. 4.12zu
sehen.Zum besserenVergleich der unterschiedlichen Kurven wurden diesein Analogie zu
den vorherigenAbbildungen skaliert. Hier allerdings auf die kritischen Werte f•ur R2 = 0,
d.h. �̂ c� a = R1;c � a (Re;R2 )

R1;c (Re;R2=0) � 1. Deutlich zu erkennen ist ein zumeist einsetig geschlossener
Bereich (f •ur gro�es R2), innerhalb dessendas System im Parameterbereich der absolu-
ten Instabilit •at liegt. Anders als bei den zuvor betrachteten Abh•angigkeit (Abb. 4.9 und
4.10) handelt essich nun nicht um komplett geschlosseneBereiche, in denendas System
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Abbildung 4.12:Konvektiv-instabile Stabilit •atsschwellen �̂ c� a(R2) einerL2-SPI
als Funktion von R2 bei Variation von Re; � = 0:5; gr•o�ter Wert R2 = 23 wird
f•ur Durch
uss Re = � 2 erreicht.

absolut instabil ist, sondernvielmehr wird dieserStabilit •atsbereich mit Zunahmevon R2

zunehmendabgeschn•urt, bis er letztendlich ganzverschwindet, so dasser insgesamt einer
'Zunge' •ahnelt. (vgl. auch Abb. 4.28). F•ur Re = � 10 (rote Kurve) stellt dieserabsolut
instabile Bereich noch ein relativ d•unnesBand dar. Mit Zunahmevon Re verschiebt sich
diesesinsgesamt nach oben, d.h. zu weiter •uberkritischen Werten hin. Gleichzeitig kommt
es aber auch zu einer Aufweitung des Bereiches. Hierbei ist ein starker Zusammenhang
mit R2 festzuhalten.W•ahrend sich der Bereich f•ur kleine R2 weiter vergr•o�ert, so bewegt
sich die Zungenspitzezun•achst zu gr•o�eren R2, bis sie schlie�lic h f•ur Re = � 2 ihr Maxi-
mum erreicht, um sich darauf hin, bei weiter steigendemRe, erneut zu kleineren R2 zu
verschieben. Weitere Erh•ohung desDurch
usses f•uhrt zu weiterer R•uckbildung der Zunge
bis esschlie�lic h zu einemUmschlagender oberenStabilit •atsschwelle kommt. Dies bedeu-
tet, dassdas Systemf•ur Re > 8 im Bereich absoluter Instabilit •at verbleibt, nachdem die
Stabilit •atschwelle einmal •uberschritten ist. In diesemBereich liegt die von TVF und 1-SPI
gewohnte Abfolge der Stabilit •atsschwellen vor. Wie schon ausAbb. 4.9 und 4.10bekannt,
existierenauch hier Bereiche, in denendas Systemscheinbar im konvektiv instabilen Zu-
stand verharrt (f •ur alle Rechnungengilt: � < 7). Bei diesenParameters•atzenbe�ndet man
sich bei entsprechendemRe rechts der ausgebildetenZunge(so mussz.B. bei Re = 0 f•ur
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R2 > 15 gelten).

4.6 Sattel
 •achen und Sattelpunkte

2
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Abbildung 4.13: L2-SPI; links: Sattel
 •achen der beiden gr•o�ten Eigenwerte
(gr•o�ter EW: orange;zweitgr•o�ter EW: blau) inklusive 
 = 0 Isolinien (blau,
schwarz) so wie Schnittlinien der beidenSattel
 •achen (rot); rechts: Projektion
dieserLinien in die (k; K ) Ebene:
 = 0; � = 0:5, R2 = 0, Re = 1:58

Um einen Einblick auf das numerische Verhalten der Stabilit •atsschwellen � c� a(Re) zu ge-
winnen, wird im Folgendenbei festem � = 0:5 zuerst der Bereich untersucht, indem die
Schwellezun•achst mit zunehmendemDurch
uss (0 � Re � 1:58) und daraufhin bei abneh-
mendemRe < 1:58 anw•achst (vgl. Abb. 4.9und 4.10).Geradebei diesemWechselvon der
Zu- zur Abnahme desDurch
ussesstellt sich die Frage,wie sich der gesuchte Sattelpunkt
in der komplexen Ebene verh•alt, bzw. warum dieser f•ur gr•o�ere Durch
 •usseRe > 1:58
anscheinendgar nicht mehr existendist. Hierzu sind in der Abb. 4.13die Sattel
 •achen der
beidengr•o�ten Eigenwerte � (gr•o�ter Eigenwert:= orange,2. gr•o�ter Eigenwert:=blau) zu
sehen,bei gr•o�t m•oglichempositiven Durch
uss Re = 1:58, f•ur denbei gegebenemR2 = 0,
geradenoch ein Sattelpunkt durch den Code geliefert wird. Desweiteren wurden sowohl
die 
 = 0-Isolinien (blau, schwarz), als auch die Schnittlinie der beiden Eigenwert
 •achen
(rot) mit aufgenommenund rechten Bild in die (k; K ) Ebeneprojiziert. Der rote Punkt
stellt in beidenF•allen den Sattelpunkt Qs dar.
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Abbildung 4.14: L2-SPI; links: Falschfarbenplot der Sattel
 •ache des gr•o�ten
Eigenwerts inklusive Sattelpunkt Qs auf der 
 = 0-Iso
 •ache. Bereiche 1: 
 > 0;
2: 
 < 0; rechts: Projektion der 
 = 0 Isolinie aus 4.14 auf die (k; K ) Ebene:
Bereiche 1 (orange): 
 > 0; 2 (blau): 
 < 0; � = 0:5, R2 = 0, Re = 1:58

Au�allend ist das Durchdringen der Sattel
 •achen der beiden gr•o�ten Eigenwerte, ein
Ph•anomen,dassin •ahnlicher Weiseaber bereits bei 1-SPI in der Arbeit [32] beobachtet
wurde und das an dieserStelle nur von untergeordneterBedeutungist. Im Folgendensoll
es speziell um den Sattelpunkt Qs gehenund dieser ist relativ weit von den Werten bei
Durchdringen der beidenFl•achen entfernt. In Abb. 4.14 ist dieserentscheidendeBereich
desgr•o�ten Eigenwertes in der N•ahedesSattel nochmals seperat im Falschfarbendarstel-
lung zu sehen.Gut zu erkennensind die beidenSektoren,getrennt durch die 
 = 0-Isolinie
(blau), in denen
 > 0 (1) oder 
 < 0 (2) ist. Der eingezeichnete rote Punkt symbolosiert
den Sattelpunkt Qs bei diesemParametersatz(auf der 
 = 0-Linie). Desweiteren zeigt
Abb. 4.14 (links) die Projektion der 
 = 0-Isolinie inkl. des Sattelpunkts Qs, sowie die
verschiedenenWertebereiche 
 > 0 (orange)und 
 < 0 (blau) zu sehen.Um auch noch die
anderen,aus 4.1 bekannten, notwendigenSattelpunktsbedingungen(vgl. (4.18)) zu •uber-
pr•ufenwurden jeweilsSchnitt
 •achen in der (
 ; k) und (
 ; K ) Ebene,durch denSattelpunkt
Qs gelegtund in Abb. 4.15dargestellt.Um zu veri�zieren, dassdie gefordertenBedingun-
gennur beim gr•o�ten Eigenwert (rot) erf•ullt werden,sind die entsprechendenKurven auch
f•ur den nachst-, zweitgr•o�ten Eigenwert (schwarz), mit in die Abbildung aufgenommen.
Interessanterweise,wenn auch ohneweitere Bedeutung,stimmen die zweiten Ableitungen
von 
 nach k bzw. K (untere beidenBilder in Abb. 4.15) an der Stelle desSattelpunktes
im Fall desgr•o�ten und zweitgr•o�ten Eigenwertes •uberein.
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Abbildung 4.15:L2-SPI; •Uberpr•ufung der Sattelpunktsbedingungenaus 4.14,
Sattelpunkt: Qs = 3:77619456+ i � 1:26349068;rot: gr•o�ter Eigenwert; schwarz:
zweitgr•o�ter Eigenwert; � = 0:5, R2 = 0, Re = 1:58

Nachdem dieserals letztes,bei Re = 1:58, vom Code gelieferteSattel veri�ziert wurde,
ist der Durch
uss nur minimal auf Re = 1:59erh•oht und erneut die zugeh•origeSattel
 •ache
berechnet worden (Abb. 4.16). Bei diesemneuenParametersatzliefert der Code keinen
Sattelpunkt mehr, der alle Bedingungen(4.18) erf•ullt. In Abb. 4.16ist sofort zu erkennen,
dassder vom Code ausgegebeneSattelpunkt nicht mehr auf der 
 = 0-Isolinie zu liegen
kommt und demzufolgeeine der an ihn gestelltenVoraussetzungenverletzt. Die •ubrigen
Sattelpunktsbedingungen(4.19)wurdenebenfalls•uberpr•uft, um zu veri�zieren, dassessich
hierbei wirklich um einenSattelpunkt handelt. Analog zu Abb. 4.14sind auch die 
 = 0-
Isolinie und die verschiedenenWertebereiche 
 > 0 bzw. 
 < 0 in der Abb. 4.16zu sehen.
Gut zu erkennenist die nun nicht mehr geschlossene
 = 0-Isolinie (blau) und der gerade
in dieser L•ucke zu liegen kommendeSattelpunkt Qs. Dieser liegt im hier pr•asentierten
Fall bei einem positven 
 . F•ur Re > Re0 = 1:58 (bei � = 0:5) w•achst der Sattelpunkt
•uber die 
 = 0 Ebene hinaus, so dasseine der an ihn gestellten Bedingugnen'verletzt'
wird. Aufgrund der Tatsache, dassder Sattelpunkt nun nicht mehr in der 
 = 0-Ebene
liegt, kann der Code keine L•osungf•ur die konvektiv-instabilen Stabilit •atsschwelle liefern,
denn die nach (4.18) notwendigeSattelpunktsbedingungist nun nicht mehr vollst•andig zu
erf•ullen.
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Abbildung 4.16:L2-SPI: links: Falschfarbenplot der Sattel
 •achedesgr•o�ten Ei-
genwerts inklusive Sattelpunkt Qs; dieserbe�ndet sich nun deutlich erkennbar
oberhalb der 
 = 0-Iso
 •ache. Bereiche 1: 
 > 0; 2: 
 < 0; rechts: Projektion
der 
 = 0 Isolinie aus 4.16auf die (k; K ) Ebene:Bereiche 1 (orange): 
 > 0; 2
(blau): 
 < 0; Kontrollparameter: m = 2, � = 0:5, R2 = 0, Re = 1:59

Bis hierher l•a�t sich als Ergebnis der Betrachtung der Stabilit •atsschwellen und der
hierzu notwendigenErmittlung von Sattelpunkten festhalten,dassesbei gegebenemPara-
metersatzund Zunahmevon ReeineArt kritischenDurch
uss gibt, sodassder Sattelpunkt
f•ur noch gr•o�ere Re zwar weiter existiert, aber •uber die 
 = 0-Ebenehinausw•achst. Dies
hat eineVerletzungeiner der in (4.18) und (4.20) an ihn gestelltenBedinungenzur Folge,
wonach in diesemBereich Re > Re0 keineL•osungmehr f•ur die Schwelle zwischenkonvekti-
ver und absoluter Instabilit •at existiert. Das Systemverbleibt bei solchen Parameters•atzen
im Zustand konvektiver Instabilit •at (zumindest f•ur die hier untersuchten •uberkritischen
Bereich bis � = 7). Weiterhin konnte festgestellt werden, dass die GLN im Bezug auf
L2-SPI, bei gewissenParameters•atzen (z.B. � = 0:5, R2 = 0) keine Aussagekraftmehr
besitzt und schlie�lic h sogarvollkommen versagt (� = 0:5, R2 = 50, hier liefert die GLN
eine L•osungder Schwelle � c� a, obwohl nach den vollen linearen Gleichungen keine solche
existiert.).
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4.7 Verlauf der Sattelpunkte in der komplexen (k; K )
Eb ene

= 0.5..0.7h
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K k

Re

K k

= 0.5..0.7h

Abbildung 4.17:L2-SPI; Ver-
lauf der, zur Ermittlung der
konvektiv-instabilen Wachs-
tumsschwellen R1;c� a not-
wendigen,Sattelpunkte Qs in
der komplexen(k; K ) Ebene
f•ur unterschiedliche � ; Kon-
trollparameter: R2 = 0; Es
handelt sich hierbei um die
Sattelpunkte bei denen die
konvektiv-instabile Schwelle
zum 1. Mal •uberschritten
wird.

In Abb. 4.17 ist die Bewegungder Sattelpunkte, welche zur Bestimmug der konvektiv-
instabilen Stabilit •atsschwelle (Abb. 4.9) ermittelt wurden, bei unterschiedlichen � •uber
der komplexen(k; K ) Ebenef•ur verschiedeneR1 und Re aufgetragen.Dabei beschr•anken
sich dieseauf den unteren Teil der L•osungenaus Abb. 4.9. Die blau eingekreistenWerte
entsprechen den bei jeweiligem � zugeh•origen S•atteln ohne Durch
uss (Re = 0). Wie zu
erkennen bewegensich diesemit zunehmendem0:5 � � � 0:7 in der komplexenEbene
sowohl zu kleinerenk� , als auch kleinerenK � Werten hin. Im Grenzfall lim � ! 1 wird
k zunehmendkleiner und K verschwindet schlie�lic h v•ollig. Wie in Abb. 4.17 (oben)
zu sehen,f•uhren die Sattelpunkte bzgl. der beiden Parameter R1 und Re keine einfache
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Bewegungaus.Dieswird auch deutlich in der Projektion auf die (k; K ) Ebene(Abb. 4.17,
links unten). Bei � = 0:5 f•uhrt ein betragsm•a�ig wachsendesRe zu einer Verschiebungder
Sattelpunkte hin zu kleinerenk-Werten. Weiterhin w•achst K bei Re > 0, w•ahrenddisesf•ur
Re < 0 zun•achst kleiner wird, um aber schlie�lic h erneut anzuwachsen.Diesgilt qualitativ
auch f•ur die weiterenbetrachteten � = 0:51::0:54.Generellgilt f•ur alle � = 0:5::0:7: Positive
Durch
 •usseRe > 0 verschieben den Sattelpunkt Qs hin zu kleineren k und gr•o�eren K
Werten. Ab � = 0:53 (tan) zeigt sich durch noch st•arkeresRe < 0 erstmals ein neues
Verhalten: Hier wird der zugeh•origen Sattelpunkt ab Re = � 10:1 zu gr•o�eren k Werten
hin verschoben, und f•ur Re < � 13:1 die k Werte erneut abmindert. F•ur � = 0:54 (sienna)
ist dieser E�ekt noch st•arker ausgebildet,bis dieser erneut in abgewandelter Form bei
� = 0:55 (coral) auftritt. Nun Fallen die k Werte der S•attel f•ur Re < 0 erstmals nicht
erneut zu kleineren Werten hin ab, sondern wachsen fortlaufend an. Zudem fallen nun
ersmalsauch die K Werte mit Verkleinerundvon Re < 0 nicht weiter ab, sondernwachsen
ab Re = � 11:7 leicht an. Auch f•ur � = 0:6 (braun) wachsendie Realteile f•ur Re < � 16:8
an, w•ahrend die Imagin•arteile nun aber auch •uber diesesRe hinweg weiter abfallen. Der
Umkehrpunkt liegt dabei geradeam unteren Endedeshier betrachteten Bereichs bei Re =
� 20.Daszuvor bei � = 0:55 noch gut erkennbare,kurzzeitigeWachstum tritt hierbei nicht
mehr in Erscheinung. Analog verhalten sich die Werte f•ur � = 0:65; 0:7 (khaki,rot), der
Umkehrpunkt liegt hier jedoch schon au�erhalb desuntersuchten Parameter.

4.8 Existenz mehrerer S•attel

Nachdem in Abschnitt 4.6 gekl•art wurde, warum bei gewissenParameters•atzen keine
konvektiv-instabile Stabilit •atsschwelle mehr existiert,soll nundasProblem untersucht wer-
den, dassesebensoParameterbereiche gibt, f•ur die einezweite L•osungexistiert (z.B. Abb.
4.10).Um diesea'Mehrdeutigkeit' in der L•osungdieserStabilit •atsschwelle zu untersuchen,
seien im Folgenden,wenn nicht ausdr•ucklich erw•ahnt die folgendenParameter f•ur eine
L2-SPI zugrundegelegt:R2 = � 40, � = 0:5. In Abb. 4.18 ist ein entsprechender Auszug
des Stabilit •atsdiagrammsbei diesenParametern zu sehen.Desweiteren sind darin noch
die beiden von nun an betrachteten Durch
 •usseRe = � 11:83, sowie Re = 0 besonders
kenntlich gemacht und die zugeh•origen L•osungender Schwelle bei diesenRe mit Zi�ern 1
bis 4 versehen,auf die im weiteren Bezuggenommenwird.

Die zu den in Abb. 4.18 geh•orendenSattelpunkte der L•osungensind explizit in den
beidenAbb. 4.19f•ur denFall Re = � 11:83und Abb. 4.23a,bf•ur Re = 0 zusammengestellt.
Betrachtet man sich die beiden in Abb. 4.19, zu den L•osungen1 und 2 geh•origen S•attel,
so ist der Unterschied dieserganzo�ensichtlich.
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Abbildung 4.18: L2-SPI:
Auszug aus dem Stabi-
lit •atdiagramm Abb. 4.10
mit markierten L•osungen 1
bis 4 f•ur Re = � 11:83 und
Re = 0; � = 0:5, R2 = � 40
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Abbildung 4.19:Doppelsattel
 •achender L2-SPI bei Re = � 11:83der L•osungen
1 (links, R1 = 228:636121)und 2 (rechts, R1 = 229:656211)aus Abb. 4.18;
� = 0:5, R2 = � 40

Bei 1 handelt essich um einenSattel Qs(1) = ks(1) + iK s(1) bzgl. dessenks(1) = kmax ein
lokalesMaximum und demzufolgeK s(1) = K min ein lokalesMinimum besitzt. Soverh•alt es
sich bei demzu einemh•oherenR1 geh•origenSattel Qs(2) = ks(2) + iK s(2) geradeumgekehrt;
d.h. ks(2) = kmax und K s(2) = K min . Entsprechendesgilt vollkommenanalogf•ur die beiden
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S•attel 3 und 4, wie im EinzelnenausAbb. 4.23a,bhervorgeht.
Um diesesVerhalten, oder vielmehr das Erscheinendieserbeidenunterschiedlichen S•attel
verstehenzu k•onnenwurde bei jeweils �xiertem Durch
uss Re = 0, bzw. Re = � 11:83eine
R1-Rampe gefahren.Bzgl. der L•osungen1 und 2 wurde diesef•ur Werte 228 � R1 � 230
mit � R1 = 0:1 realisiert, so dassdie beidenS•attel der L•osungenzu 1 (R1 = 228:636121)
wie auch zu 2 (R1 = 229:656211)deutlich innerhalb diesesR1-Bereicheszu liegenkommen.
Der Vorteil bei Re = � 11:83 liegt dabei darin, dassman sich sehrnah bei dem Durch
uss
(Re � � 11:9) be�ndet, bei dem die L•osungenaufeinanderzulaufen.Somit ist es,wie be-
reits in Abb. 4.19 zu erkennenwar, gut m•oglich das qualitativ e Verhalten beider S•attel
geichzeitig bei R1 Variation zu beobachten. Bei Re = 0 ist diesleider nicht der Fall, hierbei
ist daf•ur dasUmkippen desSattels 3 in einender Art 4 festzustellen.

Die Darstellung der S•attel bzgl. R1 Variation in einem Plot ist allerdings nicht ganz so
einfach. In den beidenAbb. 4.20und 4.21ist hierzu die 
 = 0 Iso
 •ache bzgl. der verschie-
denenR1 •uber der komplexen(k; K ) Ebeneauszwei verschiedenenBlickwinkeln, bzw. eine
Projektion dieserin die die komplexe(k; K ) Ebenedargestellt. Um besserdie Bedeutung
dieser Iso
 •ache verstehenzu k•onnen sind in Abb. 4.21 (unten) exemplarisch nochmals
die beidenSattel
 •achen der S•attel, die beidedie Sattelpunktsbedingungerf•ullen inklusive

 = 0-Isolinien aufgetragen.Dieseentsprechen den beiden in 4.20 zus•atslich mit einge-
zeichnetenLinien (schwarz). Geradedie S•attel dieserR1-Werte geh•orenzu denL•osungen(1
und 2 in Abb. 4.18)der Wachstumsschwelle R1c� a. Diesesind identisch mit denin der Abb.
4.19 bereits mit eingetragenenblauen 
 = 0 Isolinien. Wie gut zu erkennenist, zeichnen
sich diesebeidenKurvenganzo�ensichtlich dadurch aus,dasssiegenaueinenSchnittpunkt
besitzen,dessenzugeh•orige (k; K )-Werte den gesuchten Sattelpunkt charakterisieren.Die
entsprechenden
 = 0-Isolinien zu anderenR1-Werten besitzendiesenSchnittpunkt eben
geradenicht. Dies bedeutet,dassder zu dieserFl•ache geh•orige Sattel entwederober- oder
unterhalb der 
 = 0 Ebene zu liegen kommt. Hierzu sind in der Darstellung der 
 = 0
Iso
 •ache die unterschiedlichen Wertebereiche bzgl. 
 farbcodiert dargestellt. Blaue Berei-
che entsprechen 
 < 0 Werten und dementsprechend symbolisieren rote Bereiche 
 > 0
Werte. Die Interpretation der Abb. 4.20 lautet nun wie folgt. Ist die innere Reynoldszahl
mit R1 = 228 gegeben, so be�nden sich beide S•attel noch unterhalb der 
 = 0 Ebene,
was sich darin •au�ert, dassauch auf der 
 = 0-Iso
 •ache noch kein Sattel existiert (vgl.
Abschnitt 4.3 (4.20)). Mit Zunahme von R1 bewegensich beide S•attel in Richtung der

 = 0 Ebene,wassich in einemZusammenziehender Fl•ache bzgl. desParametersK zeigt.
Bei R1 = 228:63 erreicht der erst von beiden (Abb. 4.20 (unten rechts)) dieseEbene
und erf•ullt somit nun alle an ihn gestellten Bedingungenbzgl. der konvektiv-instabilen
Wachstmsschwelle, w•ahrend der zweite Sattelpunkt noch weiter oberhalb von 
 = 0 zu
liegen kommt. Mit weiter anwachsendemR1 schiebt sich dieser aber ebenfalls weiter in
Richtung der 
 = 0-Ebene,d.h. f•ur diesenschn•urt sich die Fl•ache bzgl. K weiterhin zu.
W•ahrendder andereSattel von nun ab unter dieserEbeneliegt, wassich in der Aufweitung
der Iso
 •ache bzgl. desanderenParametersk darstellt.
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Abbildung 4.20:L2-SPI: 
 = 0-Iso
 •achebei R1 Variation R1 = 228::239; � R1 =
0:1 aus zwei verschiedenen Blickwinkeln [38]; untere schwarze Linie: R1 =
228:636121;obere schwarze Linie: R1 = 229:656211;� = 0:5, R2 = � 40,
Re = � 11:83
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Abbildung 4.21:L2-SPI: oben: Projektion der 
 = 0-Isolinien bei R1 Variation
aus Abb. 4.20 auf die komplexe(k; K ) Ebene;(unten): Sattel
 •ache mit zwei
Sattelpunktenbei R1 = 228:636121inklusiveeingetragener
 = 0-Isolinie,sowie
derenProjektion; ({> sieheMovie-�le) � = 0:5, R2 = � 40, Re = � 11:83
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DiesesVerhalten setzt sich bis zu dem hier betrachteten R1 = 230 unver•andert fort.
Vollkommen analog weitet sich nach Erreichen von R1 = 229:59, hier erf•ullt der zwei-
te Sattel die Bedingungenbzgl. der konvektiv-instabilen Wachstmsschwelle, der Iso
 •ache
ebenfalls bzgl. k auf, sodassauch dieserSattelpunkt unterhalb von 
 = 0 liegt.
Zum besserenVerst•andnis dessenist in Abb. 4.22, wie schon fr •uher geschehen,die Pro-
jektion der 
 = 0 Isolinien auf die (k; K )-Ebene zu sehenund entsprechende 
 -Werte
farbkodiert; orange:
 > 0; hellblau: 
 < 0; Aus Abb. 4.20 wird ersichtlich, dasssich in
dem Ma�e, wie sich der eine Sattel Qs(1) , mit zunehmendemR1, •uber die 
 = 0-Ebene
erhebt, der andereSattel Qs(2) sich dieservon oben ann•ahert.

s

K

k k

K

s

Abbildung 4.22: L2-SPI: Gra�k der 
 = 0-Isolinie (blau) mit Farbkodierung
der 
 Werte; orange:
 > 0; hellblau: 
 < 0; links, R1 = 228:636121;rechts,
R1 = 229:656211;� = 0:5, R2 = � 40, Re = � 11:83

Analog der bei Re = � 11:83 gefahrenenR1-Rampe aus Abb 4.20 sind in Abb. 4.23
einige ausgew•ahle Sattelpunkte bei Re = 0 zu sehen,die bei der Bestimmung der Front-
propagationen(vgl. Abschnitt 5.4) ben•otigt werden. Im wesentlichen handelt essich auch
hierbei um eine R1-Rampe, im Vergleich zu 4.20 allerdings um einen sehr viel gr•o�eren
R1-Bereich (hier 120 � R1 � 260). In Abb. a) handelt essich geradeum den Sattel, der
zu der L•osung3 aus Abb. 4.18geh•ort und entsprechend geh•ort b) zu der L•osung4. Wie
auch schon bei Re = � 11:83 gesehen,so sind auch hierbei die beiden
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Abbildung 4.23: L2-SPI: Sattel
 •achen f•ur verschiedene •uberkritische Werte
a)� = 0:054 := R1 = 125:242859(Lsg. 3 aus Abb. 4.18); b)� = 1:157 :=
R1 = 256:308197(Lsg. 4 aus Abb. 4.18); c,d)� = 0:2; 0:5; � = 0:5, R2 = � 40,
Re = 0
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Sattel
 •achen, die zu der unteren, bzw. oberenabsolut-konvektiven Instabilit •atsschwelle
geh•oren, garadebzgl. Minima und Maxima in den beiden Werten k; K miteinander ver-
tauscht. In c) und d) der Abb. 4.23ist zu erkennen,wie sich mit Zunahmevon � der Sattel
verschiebt und die Sattel
 •ache in dessenN•ahe ab
acht, bis schlie�lic h das angesprochene
Umkippen desSattels statt�ndet. GenauereRechnungenhierzu konnten diesesauf Werte
zwischen 0:3 � � � 0:35 eingrenzen.

Da essich bislang fast ausschlie�lic h um Untersuchungen zu L2-SPI handelte, soll an
dieserStelle auch kurz ein Vergleich mit anderenSpiralen andererazimutaler Wellenzahl
gegeben werden. Hierzu sind in Abb. 4.24 absolute R1c� a(R2) und konvektive R1c(R2)
Stabilit •atsschwellen f•ur M = 0; 1; 2; 3 Strukturen als Funktion von R2 aufgetragen.Gut
zu erkennenist die bereits ausAbb. 4.12bekannte obereSchwelle R1c� a(R2) f•ur den Fall
der L2-SPI berechneten •Uberschreiten das System in den konvektiv-instabilen Zustand
zur•uckkehret. Weiterhin bleibt festzuhalten,dasssich der •Ubergangin den Bereich abso-
luter Instabilit •at f•ur wachsendeM zu deutlich st•arker •uberkritischen Werten verschiebt.
Beim TVF unterscheiden sich die Schwellen f•ur R1c(R2) und R1c� a(R2) nur marginal, so
dassauch in dem vergr•o�erten Bereich links unten in Abb. 4.24 kein Unterschied auf-
zul•osenist. Bei der L1-SPI ist dieser,wenn auch sehr schwach im Bereich � 50 � R2 � 0
erkennbar. F•ur die hier bevorzugt diskutierten L2-SPI liegendie beidenStabilit •atsschwel-
len R1c(R2); R1c� a(R2) deutlich auseinander.Dieser Zwischenbereich weitet sich f•ur die
L3-Struktur noch deutlich aus. Interessant ist, dassbei diesemParametersatzbei M = 3
andersals bei M = 2 keineobereSchwelle f•ur den R•uckschritt in den konvektiv-instabilen
Bereich gefundenwerdenkonnte.

Anders als in Abb. 4.24 sind in den Abb. 4.25 und 4.26 die verschiedenenBifurka-
tionsschwellen und deren zugeh•orige Frequenzenf•ur die Strukturen M = 0; � 1; � 2 bei
R2 = 0 und Durch
 •ussen� 40 � Re � 40 aufgetragen.Gut zu erkennenist die Symmetrie
von R1c(Re) und R1c� a(Re) in Abh•angigkeit von Re im Fall desTVF. Ebensozeigt sich
die Symmetrieentartung bei auferlegtemDurch
uss Re 6= 0 der 1- und 2-SPI (d.h. bei
•Ubergangvon Re ! � Re ist die L-SPI das Spiegelbildeiner R-SPI und umgekehrt). Die
konvektivenStabilit •atsschwellenRc(Re) der M = � 1; � 2 Strukturen besitzenihr Minimum
f•ur Re 6= 0, w•ahrend sich diesef•ur die ebsolutenSchwellen R1;c� a(Re) zu betragskleinen
Re hin verschieben. Interessant ist aber die Tatsache, dassdie absoluteStabilit •atsschwelle
R1c� a;M =1 ;2(Re) der L1- und L2-SPI immer oberhalb der konvektiven Stabilit •atsschwel-
len R1c;M = � 1;� 2(Re) der R1- und R2-SPI liegt, und umgekehrt. Es scheint, dasseine M
Struktur erst dannabsolutwachstumsf•ahig ist, wenndie entsprechendeGegenstruktur� M
zumindest konvektiv wachstumsf•ahig ist. Desweiteren sind im Fall der L2-SPI die bereits
beschriebenenPh•anomenedesSprungsin der absoltenStabilit •atsschwelle R1c(Re), sowie
dasgeschlosseneGebiet, die Insel absoluter Instabilit •at erkennbar.

Auch in den zugeh•origen Frequenzen! c(Re); ! c� a(Re) der entsprechendenStabilit •ats-
schwellen R1c(Re),R1c� a(Re) ist die durch denDurch
uss Re verursachte Symmetrieentar-
tung gut erkennbar. Wie bereits ausAbschnitt 2.3.2bekannt Verhalten sich die kritischen
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Frequenzen! c(Re) der konvektiven Stabilit •atsschwellen von TVF und 1-SPI (durchgehen-
de schwarz,rot,gr•une Linien) im Wesentlichen linear mit dem Durch
uss Re. PositivereRe
verschieben die kritischen Frequenzen! c(Re) zu ebenfallspositiverenWerten.
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Abbildung 4.24:Absoluteund konvektiv-instabile Stabilit •atsschwellenvon M =
0; 1; 2; 3 Strukturen als Funktion von R2 f•ur � = 0:5; Re = 0,

Analog den 'Spr•ungen' in den Bifurkationsschwellen R1c(Re) der Abb. 4.25 sind wie
zu erwarten ebensosolche in den kritischen Frequenzen! c(Re) der 2-SPI zu erkennen.
W•ahrend die Freqeuenzen! c(Re) der L2-SPI f•ur Re < � 6:2 zwar ebensolinear mit Re
verlaufen,hierbei jedoch abfallen, sozeigensieab dem hier auftretendenSprungzun•achst
eine deutlich Kr •ummung und somit nicht-lineares Verhalten. F•ur zunehmendesRe > � 6
wachsendie Frequenzen! c(Re) der L2-SPI analogderervon TVF und 1-SPI an. W•ahrend
die Frequenzen! c� a(Re) zu denabsolutenStabilit •atsschwellenbeim TVF (strichpunktierte
schwarze Linie) nur schwach um die kritischen Frequenzen! c(Re) schwanken, so ist bei
den1-SPI (strichpunktierte rot, gr•uneLinie) ein deutlich parabolischesVerhalten im Bezug
auf Re erkennbar. Wie auch bei den Bifurkationsschwellen gesehenergeben sich bei 2-
SPI (strichpunktierte orange,blaue Linie) auch in den Frequenzen! c� a(Re) geschlossene
Kurven. Ineressant im Bezug auf die Spr•unge in den L2-SPI ist aber, dassdiesegerade
bei dem Re auftreten, bei dem die zugeh•origen ! c der L1-SPI verschwinden ! c;M =2 (Re =
� 6:2) = 0 (F•ur die R2-SPI analogbei Re = 6:2). DieserDurch
uss entspricht aber auch
demjenigen,f•ur den bei nichtlinearer Rechnung [11] eineL1-SPI in eineR1-SPI •ubergeht.
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Abbildung 4.25: Absolute und konvektiv-instabile Stabilit •atsschwellen von
TVF, 1- und 2-SPI als Funktion von Re f•ur � = 0:5; R2 = 0

Abbildung 4.26:Zugeh•orige Frequenzenzu den Stabilit •atsschwellen von TVF,
1- und 2-SPI ausAbb. 4.25als Funktion von Re ; R2 = 0
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Unverst•andlich ist aber die Tatsache,dassdie Frequenzen! c(Re) der L2-SPI f•ur Durch-

 •usseRe < � 6 anwachsen.Warum sollte sich die Bewegungeiner Struktur, die von selbst
in positive Durch
ussrichtung propagierenw•urde, zun•achst mit st•arkerem Gegenblasen
verlangsamen,was der Erwartung und dem gewohnten Verhalten von L1-SPI entspricht,
um sich dann aber erneut in positiver Richtung zu bewegen.Hierzu sind in Abb. 4.27die
kritischen Werte kc(Re); ! c(Re) und die hieraus resultierendenPhasengeschwindigkeiten
wph;c(Re) der M = 2 SPI aufgetragen.Die Beein
u�ung von Re auf die kritischen Werte
der Wellenzahlkc ist gut ausAbb. 3.21ersichtlich.

Abbildung 4.27: L2-SPI: kri-
tische Werte ! c; kc; vph;c der
absoluten Stabilit •atsschwelle
R1c. Die Beein
u�ung des
Durch
usses Re auf die kri-
tischen Werte der Wellenzahl
kc ist gut aus Abb. 3.21 er-
sichtlich.

Wie darin zu erkennen verschiebt sich die kritische Wellenzahl kc, von positiven Re
kommend,zun•achst zu kleinerenWerten, bis der einzelne'Berg' in den Eigenwert
 •achen
unterhalb der 
 = 0-Ebenezu liegenkommt. Ab nun wachsendie kc f•ur kleinereRe erneut
an. Die ausdemQuotienten von Frequenz! c und Wellenzahlkc erhaltenePhasengeschwin-
digkeit v � ph;c zeigt eine•ahnlichesVerhalten wie die Frequenzen.Mit zunehmendemGe-
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genblasennimmt vph;c ab, um ab dem vorhandenenSprung in den marginalenKurven bei
Re � 6:2 erneut anzuwachsen. Dabei ist die Phasengeschwindigkeit immer positiv, trotz
immer st•arkerem Gegenblasen.Hierzu ist eine weitere genauereUntersuchung der Struk-
turen notwendig.

Einen guten •Uberblick im Bezug auf die konvektiven und absoluten Stabilit •atsschwellen
der L2-SPI liefert eine Kombination der beiden zuvor diskutierten Abb. 4.24 und 4.25
in Abh•angigkeit der Parameter R2 und Re. Rote Kurven bzw. Fl•achen in Abb. 4.28 re-
pr•asentieren die konvektive Stabilit •atsgrenze(vgl. Abb. 4.6 und 4.7), w•ahrend es sich
bei den blauen um die konvektiv-instabilen Schwellen handelt. Wie bereits in Abb. 4.24
gesehenexistieren f•ur R2 > 0 noch keine konvektiv-instabilen Schwellen. Erst f•ur Kon-
trollparameter R2 = 23, Re = � 6 gelangt das Systemersmalsin den absolut instabilen
Bereich. Hier liegt der Fu�punkt bzw. die Spitze dessich aufweitendenGebietesabsoluter
Instabilit •at. Mit zunehmendemR2 weitet sich dieserBereich erkennbar auf (vgl. auch Abb.
4.10). In Anlehnung an die Form diesessich aufweitendenGebieteswird dies von nun an
als 'AH-Horn' 2 bezeichnet.

Horn

Abbildung 4.28:
'AH-Horn':
Absolute und
konvektiv-
instabile Stabi-
lit •atsschwellen
einer L2-SPI
als Funktion
von Re und der
Rotation R2

f•ur � = 0:5

Zum Abschlu� der Diskussion der verschiedenen Stabilit •atsschwellen sei aber noch-
mals ausdr•ucklich auf die Bedeutung der geschlossenenbzw. einseitig o�enen Kurven in
den Abb. 4.9, 4.10,4.28verwiesen.Wie schon zu Anfang erw•ahnt, handelt es sich um
Ergebnisseeiner linearen Analyse und demnach sind auch die hier gefundenenh•oheren
Stabilit •atschwellen zu betrachten. Die Ursache f•ur dieseszuvor nicht geseheneVerhalten

2Benennung nach seinenEntdeckern Altmeyer und Ho�mann
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der konvektiv-instabilen Stabilit •atschwellen liegt in der Aufspaltung der marginalen Kur-
ven und die daraus resultierenden,nicht-zusammenh •angenden Bereichen, in denen
einzelneModen wachstumsf•ahig sind. Denn die zur Berechnung der Schwellen R1c� a zu-
grundeliegendeSattelpunktsanalyseist sehrstark von der Topologieder marginalenFl•ache
abh•angig. Es ist ein drastischer Unterschied, ob man sich in einemParameterbereich be-
�ndet, bei dem der gefundeneBerg oberhalb der 
 = 0-Ebene liegt und demzufolgeeine
'Insel' mit wachstumsf•ahigen Moden existiert, oder dieseeben nicht vorliegen.Abh•angig
davon bezieht sich die Sattelpunktsanalyseauf zwei unterschiedliche L•osungenmit deutlich
unterschiedlichen Wellenzahlen.

4.9 Resum �e

Nachdem die Begri�e der konvektive und absoluten Instabilit •at voneinanderabgegrenzt
wurden die lineare Analyse f•ur lokalisierte St•orungen dargestellt und diesemit Hilfe der
Ginzburg-Landau-N•aherung und den linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen ausgewer-
tet. Hierbei traten { analog zu den linearen Koe�zien ten Spr•unge { in den konvektiven
Stabilit •atsschwellen R1c auf. Dieselassensich auf die komplexeTopologieder marginalen
Stabilit •ats
 •achen zur•uckzuf•uhren (Abschnitt 3.2). Dar•uber hinaus zeigenjedoch L2-SPI
f•ur gewisseParameters•atze geschlosseneKurven der absolut-instabilen Stabilit •atsschwel-
len R1c� a (Abb. 4.10 und 4.9). Im Gegensatzzu den 'Inseln' aus Kapitel 3 liegt hier
innerhalb der 'Inseln' absolute Instabilit •at vor. Dies ist eineFolgedesAuftretens eines
zweiten Sattelpunktes innerhalb der komplexenWellenzahlebene,deren relative Lage zu-
einanderund zur 
 = 0-Fl•ache von der Wahl der Kontrollparameter abh•angt (Abb. 4.19).
F•ur wachsendenKontrollparameter R1 ist esm•oglich das Systemaus dem Zustand abso-
luter Instabilit •at zur•uck in den konvektiv-instabilen Zustand zu treiben. Im Allgemeinen
f•allt die au�ergew•ohnliche Topologiedesabsolut instabilen Bereichs im dreidimensionalen
Kontrollparameterraum auf { Abb. 4.28 zeigt diesenin Form eines'Horn'. Dies ist eine
gegen•uber TVF und 1-SPI vollkommenneueErscheinung.



Kapitel 5

Fron ten

5.1 Klassi�k ation von Fron tt yp en

Wie in den vorangegangenenAbschnitten 4.2 und 4.3 gesehen,l•asst sich mit Hilfe der
Sattelpunktsbedingung(4.6), sowie der Wachstumsbedingung(4.7) die Schwelle zwischen
konvektiver und absoluter Instabilit •at � c� a berechnen. Durch Fixieren einer Front des
St•orwellenpaketesim Laborsystemergabsich hierausdie Bestimmungsgleichung (4.3) f•ur
den Sattelpunkt Qs und darausschlie�lic h � c� a.
Um nun entsprechend die Frontgeschwindigkeiten vs zu erhalten kann man sich ebenfalls
dieser Methode bedienen, indem diesmal aber � �xiert wird. Im vorherigen Abschnitt
wurde v, d.h. die Front selbst�xiert, um die Schwelle im Laborsystemzu ermitteln. Somit
ergebensich analogzu Gleichung (4.6) die entsprechendenBedingungendesSattelsQs und
der Frontgeschwindigkeiten vs:

@�( Q)
@Q

�
�
�
�
Qs ;vs

= 0; Re[�( Qs)]jvs = 0 (5.1)

Die zu untersuchendenFronten besitzenanalogzu Gleichung (4.4) unter Ausnutzung der
Sattelpunktsmethode folgendeForm:

�!
X (z; t)

�
�
�
t !1

/ e� (Qs )t+ iQ s z (5.2)

(mit dem Eigenwert: � = 
 � i! und Sattelpunkt: Qs = ks � iK s)
Aus (5.2) ergibt sich hierauseine lokale Variation der Einh•ullenden gem•a� eK s (vgl. Abb.
5.1).
Somit sind die beidenfolgendenFrontt ypenzu unterscheiden:(Hierbei ist darauf zu achten,
wie + und � Front in der verschiedener Literatur festgelegtsind.) Die hier verwendete
Notation entspricht derjenigenvon [32] und [34]

1. + Fron t
In diesemFall ist K s > 0 (d.h. die Amplitude der Einh•ullenden w•achst an), so dass
eineSt•orung bei z = �1 ausdem Grundzustand herausw•achst (Abb. 5.1a).
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2. � Fron t
Im Gegensatzzur + Front handelt es sich hierbei um eine St•orung die f•ur K s < 0
(Amplitudenabnahmeder Einh•ullenden)bei z = 1 ausdemGrundzustandanw•achst
(Abb. 5.1b).

Abbildung 5.1: Qualitativ e Darstellung der beiden unterschiedlichen Frontt y-
pen; links: +Front; rechts: � Front.

Im weiteren sollendie beidenFrontt ypen mit den entsprechendenIndizes � , wie oben
festgelegt,unterschiedenwerden,was der lokalen Variation desPro�ls entspricht. Ein all-
gemeinesWellenpaket der St•orung, wie im vorherigenAbschnitt diskutiert (vgl. Abb. 4.2)
besteht hinreichend weit von dessenZentrum aus zwei Fronten. Einer + Front links des
Zentrums und einerentgegengesetztwandernden� Front rechts davon. Diesbedeutetaber,
dasssich f•ur jede Parameterkombination mittels Gleichung (5.1) zwei L•osungenergeben,
jeweils eine f•ur die + und eine f•ur die � Front.

5.2 Ermittlung der Fron tpropagationen

Analog der Berechnung der Wachstumsschwelle in Abschnitt 4.3 kann man die Dispersi-
onsrelation

� (�; Q) =
�
� 0

�
� 0

2

� 0
Q2 � i

�
� kwg � c0

�
� 0

+ c1
� 0

2

� 0
Q2 + ! c

�
(5.3)

(5.4)

der linearen Amplitudengleichung (3.5) verwenden.Hieraus ergeben sich nach einfacher,
aber etwasl•anglicher Rechnung, unter Ausnutzung von (5.1) die folgendenFronteigenschaf-
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ten:

K s;� = �
r

�
(1 + c1

2)� 0
2 (5.5)

ks;� = kc � c1K s;� (5.6)

vs;� = wg � 2(1+ c1
2)

� 0
2

� 0
K s;� (5.7)


 s;� = � vs;� K s;� (5.8)

! s;� = ! c + (ks;� � kc)wg + (c1 � c0)
�
� 0

(5.9)

Die beidenunterschiedlichen � L•osungenergeben sich aufgrund der Tatsache, dassdie Di-
spersionsrelation� (�; Q) (5.3) quadratisch von Q abh•angt und darausentsprechend zwei
L•osungenresultieren. Dabei beschreiben obige Fronteigenschaften die folgendenGr•o�en:
K s := axiale Wachstumsrate,ks := axiale Wellenzahl,
vs := Frontgeschwindigkeit, 
 s := zeitliche Wachstumsrate, ! s := Frontfrequenz;
Um Verwechslungenmit denFrontfrequenzen! s auszuschlie�en werdendie Frontgeschwin-
digkeiten mit vs bezeichnet, auch wenn essich konsequenterweiseum ws handelt.

Analog zur Herleitung der Stabilit •atsschwelle zwischen konvektiver und absoluter Insta-
bilit •at (vgl. Abschnitt 4.3) hat man nat•urlich auch im hier vorliegendenFall von Fronten
die M•oglichkeit die Dispersionsrelation� (Q) mittels L•osbarkeitsbedingung(2.33) ausden
vollen linearen Navier-Stokes-Gleichungen (2.22) zu erhalten. Abermals m•ussennun die
Bedingungenzur Berechnung von Qs und vs numerisch implementiert werden und die
Cauchy-Riemann-Gleichung in (5.1) ausgenutzt werden.

Re[�( Qs)]jvs = 0 (5.10)

0 =
@
 (Q)

@k

�
�
�
�
Qs

(5.11)

vs = �
@
 (Q)

@K

�
�
�
�
Qs

(5.12)

= �

 (Qs)

K s
(5.13)

DasProblem besteht alsoabermalsin demAu�nden einerNullstelle (ks; K s) der Funktion

F (k; K ) :=

 

 (Q)

K � @
 (Q)
@K

@
 (Q)
@k

!

=
�

1
K � @

@K
@

@k

�

 (Q) (5.14)

mittels desNewton-Raphson-Verfahrens[Anhang], wodurch sich vs unmittelbar aus(5.12)
ergibt. Die Vor- und Nachteile sind die gleichen wie schon zuvor bei der Schwellenbestim-
mung (vgl. Abschnitt 4.3) dikutiert.
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5.3 Symmetrieop erationen von � Fron ten f•ur R/L-
SPI

Die wichtigsten Symmetrieoperationender � Fronten existierenbei verschindendemDurch-

uss Re = 0. In diesemFall ist die + Front einer R-SPI spiegelsymmetrisch zur � Front
einerL-SPI (vgl. Abb. 5.2a).Gleichesgilt umgekehrt, d.h. die � Front einerR-SPI ist das
Spiegelbildeiner+ Front einerL-SPI. Die diesesVerhaltenbeschreibendenSymmetrieope-
rationen lassensich wie folgt zusammenfassen.

AllgemeineSymmetriender � Fronten von L- und R-SPI f•ur Re = 0:

[K s; vs; ! s]+
R� SP I = � [K s; vs; ! s]�

L � SP I ; ks;+
R� SP I = ks;�

L � SP I (5.15)

[K s; vs; ! s]+
L � SP I = � [K s; vs; ! s]�

R� SP I ; ks;+
L � SP I = ks;�

R� SP I (5.16)

(Indizes � charakterisierendie beidenunterschiedlichen Frontt ypen) Es ist jedoch wichtig,
dassauch bei Re = 0, wo die Geschwindigkeiten von + und � Fronten zusammenfallen,
dieseaber nicht identisch Null sind, sondernleicht ins positive verschoben sind, wasaller-
dings erst bei einer h•oherenAu
 •osungdiesesBereiches zu erkennenist. Dies basiert auf
der bereits in dem fr•uherenKapitel beschriebenenVerhalten, dassM 6= 0- Strukturen eine
bevorzugte Propagationsrichtung besitzenund somit Symmetriebrechung vorliegt.
Diese wird, wie in den Abb. 5.2 und 5.3 zu erkennen, mit zunehmendemDurch
uss
verst•arkt, so dassdie entsprechenden Frontgeschwindigkeiten v� anwachsen. Da bei der
Berechnung der Fronteigenschaften unter anderemauch die Ginzburg-Landau-N•aherung
ausgenutzt wurde, som•ussensich die schon in Abschnitt 3.1.3angesprochenenSymmetrie-
operationen bzgl. der linearen Koe�zien ten ebenfalls bemerkbarmachen. Mit diesenund
den Fronteigenschaften (5.5)-(5.9) gelten allgemeinfolgendeweitere Symmetrien:

Symmetriender � Fronten von L- und R-SPI f•ur Re = 0 bei Benutzung der GLN :

K s;+
R� SP I = � K s;�

R� SP I = K s;�
L � SP I = K s;+

L � SP I (5.17)

� ! s;+
R� SP I = � ! s;�

R� SP I = ! s;�
L � SP I = ! s;+

L � SP I (5.18)
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5.4 Fron tpropagation bei externem Durc h
uss Re

In den folgendenAbb. 5.2 und 5.3 sind die Ergebnisseder im Abschnitt 5.2 theoretisch
hergeleitetenFronteigenschaften f•ur den Fall einer L2-SPI f•ur unterschiedliche Durch
 •usse
Re = 0; 5; 10; 15; 20bei R2 = 0 und � = 0:5 graphisch dargestellt. Aufgetragensind sowohl
Real- als auch Imagin•arteil deskomplexenSattelpunktes Qs = ks � iK s, sowie die Front-
geschwindigkeiten vs und derenFrequenzen! s bez•uglich ihrer Abweichung � zum jeweils
kritischen Wert R1c. Dabei stellen die orangenenKurven die Ergebnisseder +Front, und
die blauenentsprechendeder � Front dar. GestricheneLinien sind Resultateder Ginzburg-
Landau-N•aherungGLN erhalten, wohin gegendie durchgehendenLinien aus der L•osung
der linearisierten NSE resultieren.

Anhand der Abb. 5.2 und 5.3 lassensich wichtige Erkenntnisse im Bezug auf L2-SPI
gewinnen.Augenscheinlich ist die Ginzburg-Landau-N•aherung f•ur Spiralen jM j > 1 nur
noch unzureichendgeeignetdasVerhaltender Fronten zu beschreiben.Dieszeigt sich in der
doch sehrdrastischen Abweichung der ausdieserN•aherunggewonnenenKurven im Bezug
auf die L•osungenaus den vollen linearen Gleichungen und zwar in allen in den Abb. 5.2
und 5.3 dargestelltenGr•o�en. Eine •Ubereinstimmung beiderVerfahrenist nur unmittelbar
in der N•ahe desonsets� � 0 gegeben. •Ahnlicheswurde auch schon in fr •uherenArbeiten
bei der Untersuchung von TVF und 1-SPI [32] festgestellt.Dabei trat eine deutliche Ab-
weichungen der unterschiedlichen Verfahren allerdings nur in einzelnenGr•o�en, wie den
Frequenzen! s und der reellenWellenzahlks und diesauch erst bei deutlich •uberkritische-
ren � Werten als im hier vorliegendenFall auf.
Es l•a�t sich also festhalten, dassdie Ginzburg-Landau-N•aherung zur Beschreibung von
2-SPI nicht wirklich geeignetist.
Dies wird bei Betrachtung der Frontgeschwindigkeiten v� bzgl. Re = 0 und Re = 5 in
Abb. 5.2 am deutlichsten. Nicht nur die Werte aus der Ginzburg-Landau-N•aherungsind
betragsm•a�ig 'viel zu gro�', sondernsiek•onnenein wesentlichesVerhalten •uberhaupt nicht
beschreiben. W•ahrend die Geschwindigkeiten v+ (Re = 0; 5) nach den NSE nach anf•angli-
chem abfallen mit zunehmendemAbstand vom kritischen Wert erneut anwachsen und
sogar wieder zu positiv en Werten zur •uckk ehren (siehe auch Abb. 5.5), so ist in
den v+ der GLN keinerlei •ahnlichesVerhalten zu erkennen.Hierbei w•achst die Geschwin-
digkeit der +Front mit zunehmendemAbstand zum kritischen Punkt betragsm•a�ig weiter
an. Jedoch geradediesesVerhalten, die •Anderung desVorzeichensder Frontgeschwindig-
keit v+ ist von entscheidenderBedeutung, da hierdurch ein •Ubergang in einen anderen
Stabilit •atsbereich gekennzeichnet ist. Zur•uck aus einemBereich in dem das Systemabso-
lut instabil war in einen, in dem es erneut konvektiv-instabil ist. Nach den in Abschnitt
4.5 beschriebenen Verhalten der Stabilit •atsschwellen (u.a. Abb. 4.9 und 4.10 muss eine
der beidenFronten diesesVerhalten aufweisen,da ansonstenkein •Ubergangzur•uck in den
konvektiv-instabilen Bereich m•oglich w•are. DieseSchwellen ergaben sich ja geradedurch
die Fixierung einer der beidenFronten (vs = 0).
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Abbildung 5.2: Fronteigenschaften K s;� ; ks;� ; vs� ; ! s;� einer L2-SPI als Funkti-
on von � mittels Ginzburg-Landau-N•aherung (GLN) (gestricheneLinien) und
als L•osungder vollen Linearen Gleichungen(NSE) (durchgehendeLinien) f•ur
� = 0:5; orange:+Front; blau: � Front; Kontrollparameter: R2 = 0. Mit ein-
getragensind die •uberkritischen Werte � GLN

c� a ,� N SE
c� a , der beiden Verfahren ab

denen das System absolut instabil ist. Interessant ist hierbei, dass im Falle
Re = 5 kein � N SE

c� a existiert, da die +Front keinenNulldurchgangbesitzt.
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Abbildung 5.3: Fronteigen-
schaften K s;� ; ks;� ; vs� ; ! s;�

einer L2-SPI als Funktion
von � mittels Ginzburg-
Landau-N•aherung (GLN )
(gestrichene Linien) und
als L•osung der vollen Li-
nearen Gleichungen N SE
(durchgehende Linien) f•ur
� = 0:5; orange: +Front;
blau: � Front; Kontrollpara-
meter: R2 = 0.

Betrachtet man sich in Abb. 5.2 den Fall Re = 5, so erkennt man eineweitere Beson-
derheit. Hierbei verlaufen sowohl die + als auch die � Front immer im positiven Bereich.
Die Geschwindigkeit der +Front nimmt mit Zunahmezu •uberkritischerenWerten zun•achst
wie gewohnt ab. Entscheidend ist aber, dasssie keinen Nulldurchgang besitzt, bevor sie
erneut anw•achst. Somit existiert hier auch kein � N SE

c� a , sodassdasSystemfortw•ahrend im
konvektiv-instabilen Zustand verbleibt.

Desweiteren bleibt festzuhalten, dass die Frontgeschwindigkeiten v� der 2-SPI deutlich
oberhalb derer von TVF und 1-SPI liegen.Hierzu sind in Abb. 5.4 die Geschwindigkeiten
v� beider Frontt ypen f•ur TVF, L1- und L2-SPI bei festemRe = 10 gegen� aufgetragen.
Hierbei handelt es sich um Ergebnisseaus den NSE. In der weiteren Arbeit soll, wenn
nicht ausdr•ucklich erw•ahnt, immer � := � N SE gelten. Bei TVF und L1-SPI betragendie
Frontgeschwindigkeiten am onsets(� = 0): v� (M = 0) � 12:16 und v� (M = 1) � 12:93,
in •Ubereinstimmung mit [32] und liegensomit in gleicher Gr•o�enordnung. Demgegen•uber
ist der Wert f•ur die L2-SPI mit v� (M = 2) � 15:68 doch deutlich gr•o�er. Dieser bereits
am onsetdeutlich h•ohereWert spiegeltsich auch im weiteren Verlauf der Frontgeschwin-
digkeiten v� , mit zunehmenderEntfernung vom onsetwieder. So liegendie beidenWerte
bei denenTVF un L1-SPI vom konvektiv-instabilen in denabsolut instabilen Bereich (vgl.
auch Abschnitt 4.4) •ubergehenmit � c� a(M = 0) � 0:528und � c� a(M = 1) � 0:604eben-
falls in gleicher Gr•o�enordnung. F•ur den Fall der L2-SPI verschiebt sich dieserzu sehrviel
st•arker •uberkritischen Werten (� > 1) au�erhalb deshier dargestelltenBereicheshin.
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5.5 Propagationsric htungen und deren Auswirkungen

Entscheident f•ur die Propagationsrichtungen von + und � Front, oder noch vielmehr deren
relative Bewegungzueinanderist, wie schon beschrieben, die Wachstumsschwelle � c� a, da
diesedie Grenzezwischen absoluter- und konvektiver Instabilit •at darstellt. Dabei mi�t �
wie •ublich die Abweichung bzgl. der kritischen ReynoldszahlR1c desinnerenZylinders, so
dassim Grenzfall � ! 0 die Eigenschaften von + und � Front, geradeauf die kritischen
Werte reduziert werden und demzufolgezusammenfallen(vgl. z.B. Abb. 5.4: � = 0). In
diesemFall be�ndet man sich 'at onset' und es gilt vs+ = vg = vs� . Erst im Bereich
� > 0 k•onnen sich •uberhaupt die beiden Sattelpunkte Qs;� (5.1) ausbilden,die dann zu
den L•osungender + bzw. � Front f•uhren. Solange� < � c� a gilt (vgl. Abb. 5.2 und 5.3),
ist das Systemkonvektiv instabil, da sich die beiden Fronten in gleicher Richtung durch
das Systembewegenund somit jede St•orung nach endlicher Zeit eliminiert wird. Formal
bedeutetdiesein gleichesVorzeichen in den Frontengeschwindigkeiten v� . Diese,wie auch
alle nun folgendenAussagen•uber die Frontgeschwindigkeiten beziehensich, wenn nicht
ausdr•ucklich erw•ahnt, auf dasLaborsystemLS. Die Vorzeichengleichheit in diesem•andert
sich, sobald � > � c� a gilt (vgl. Abb. 5.4). Ab jetzt besitzenv� unterschiedliche Vorzei-
chen, was bedingt, dasssich St•orungen fortan im komletten System ausbreiten k•onnen
und diesessomit absolut instabil wird. Zur Verdeutlichung diesesSachverhalts sind die
jeweiligen Schwellenwerte � c� a in den Abb. 5.2,5.3,5.4mit aufgenommen.Dies bedeutet
etwa f•ur den Fall R2 = 0, Re = 0 der L2-SPI aus Abb. 5.2, dasssich das Systemf•ur alle
� < � N SE

c� a = 0:058( geradehier liegt der Vorzeichenwechsel in v+ ) im konvektiv instabilen
Bereich be�ndet. Diesercharakterisiert somit den maximal •uberkritischen Wert R1, unter-
halb dessennoch alle ins Systemeingebrachten St•orungenwieder herausgeblasenwerden.
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Abbildung 5.5: Frontgeschwindigkeiten v+ der +Fronten (a) und v� der
� Fronten (b) einer L2-SPI bei Variation von Re. R2 = 0, � = 0:5

Im hier gew•ahlten Beispiel ergibt sich R1 � 135:1, gleichbedeutenddamit, dassman sich
� 6% •uberkritisch be�ndet.

Wie bereits kurz in 5.4 angesprochen zeigendie Frontgeschwindigkeiten v+ bei kleine-
ren Durch
 •ussenRe im Bereich � 10::10 ein vollkommenanderesund bei TVF und 1-SPI
nicht festzustellendesVerhalten. Dies bedarf einer weiteren Untersuchung. Hierzu sind in
der Abbildung 5.5 die Frontgeschwindigkeiten der beidenFrontt ypen + und � bzgl. ihrer
Abweichung � vom kritischen Wert R1c bei unterschiedlichen Durch
 •ussenRe = � 10::10,
mit � Re = 2 aufgetragen.Im Bereich von Re = 10::2 ist sowohl die Frontgeschwindigkeit
v+ der +Front, wie auch die zugeh•orige v� der � Front positiv. Somit be�ndet sich das
System,wie bereits beschrieben im konvektiv-instabilen Bereich. Bei Re = 0 be�ndet sich
das Systemzun•achst (� < 0:058) ebenfalls in diesem.Bei � = 0:058 •andert sich aber die
Propagationsrichtung der +Front, w•ahrend die � Front in gleicher Richtung fortl •auft. Ab
jetzt be�ndet sich dasSystemim Bereich der absolutenInstabilit •at, da beideFronten einer
ins Systemeingebrachten St•orung in unterschiedliche Richtungen wandern. Bis hierher ist
dies noch kein au�ergew•ohnlichesVerhalten, sondernvielmehr die gewohnte und normale
Abfolge der Stabilit •atsbereiche. Das Entscheidendeund Interessante ist nun, dasssich das
Vorzeic hen von v+ mit zunehmend steigendem Abstand vom onset erneut um-
kehrt, bei weiter gleichbleib endem Vorzeic hen von v� Das Systemvollzieht somit,
wie aus4.5bereitsbekannt, einen'R•uckschritt' auseinemabsolut instabilen in einenerneut
konvektiv-insabilen Bereich. Im Fall Re = 0 geschieht dies bei � � 0:49. Auch bei weiter
steigendemGegendurch
uss Re < 0 zeigt sich dieseserneuteVerlassendesabsolutenIn-
stabilittsb ereiches.Die sehrdrastische •Anderung, alsoder Knick, bzw. Sprungin denAbb.
5.5 der bei Re � � 6 auftritt, ist auf die in dem fr •uhren Abschnitt 3.2 bereits dargestellte
und ausf•uhrlich diskutierte Tatsache der Aufspaltung der marginalen Kurven bei gewis-
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sen Parameters•atzen in zwei nicht zusammenh•angendeTeilbereiche zur•uckzuf•uhren. Da
auf der Abszissegeradedie Abweichung � vom onsetaufgetragenist, somu� sich eineab-
rupte •Anderung deskritischenWertesR1c nat•urlich auf denVerlauf der Kurven auswirken.

m

v

Re Re

m

Abbildung 5.6: links: Frontgeschwindigkeiten v+ und v� einerL2-SPI bei Varia-
tion von Re und � f•ur � = 0:5. (+F ront: orange,� Front: rot) rechts: Isolinien
v� =0= v+ (Frontstillstand, +Front: schwarz, � Front: rot); hell blau markiert
ist der Bereich, in dem die beidenFronten in entgegengesetzteRichtungen pro-
pagierenund dasSystemsomit absolut instabil ist. Kontrollparameter: R2 = 0.
Die drastische •Anderung bei Re � � 6 beruht auf der aus den Abb. 3.18 und
3.21bekannten Aufspaltung der marginalenKurve.

Zur Veranschaulichung der Frontpropagationenund der Bereiche in denendasSystem
diesesbesondereVerhalten vom absolut instabilen zur•uck zum konvektiv-insabilen Bereich
aufweist ist in Abbildung 5.6 die Bewegungder + und � Fronten bei variierendemDurch-

uss Re = � 10::10 (vgl. Abb. 5.5) zusammendargestellt. Zus•atzlich sind noch die Linien
bei denen die Frontgeschwindigkeiten geradeNull betragen (v+ : schwarz, v� : blau) mit
aufgenommen.Diesemarkieren geradeden Punkt, an dem eine Frontgeschwindigkeit ihr
Vorzeichen, also ihre Bewegungsrichtung •andert, w•ahrend die jeweils anderemit gleichem
Vorzeichen weiter propagiert. Der •Ubersicht halber sind dieseLinien in Projektion auf
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Abbildung 5.7: Links: Gruppen- wg(Re) und Frontgeschwindigkeiten v� (Re)
einer L2-SPI f•ur � = 0:1. Rechts: zugeh•orige Frontfrequenzen! � ; R2 = 0,
� = 0:5

die (�; Re) Ebene,nebenstehendnochmals separatdargestellt. Im wei�en Bereich be�ndet
sich das System im Zustand konvektiver Instabilit •at, hellblau symbolisiert entsprechend
den Bereich absoluter Instabilit •at. Bewegt man sich von positivem Durch
 •ussenRe = 10
zu kleinerenbis schlie�lic h hin zu negativen Re (d.h. in Abb. 5.6 von rechts nach links),
so kommt man bei Re = 2 erstmals in einen Bereich, in dem das System mit wachsen-
den � (in Abb. 5.6 von unten nach oben) kurzzeitig absolut instabil (hellblau) wird, um
gleich danach aber erneut in denkonvektiv-instabilen Zustand (wei�) zur•uckzukehren.Mit
weiter abnehmendenRe dehnt sich dieserabsolut instabile Bereich zunehmendaus,bis er
bei Re � � 2 sein Maximum erreicht, und sich anschliessendbis Re � 5:5 verkleinert. Ab
diesemDurch
uss kommt nun die ausAbschnitt 3.2 bekannte Aufspaltung der marginalen
Kurve zum tragen, so dasssich der absoluteInstabilit •atsbereich sehr abrupt auf den fast
gesamten Bereich ausdehnt. In diesemBereich ist esnicht m•oglich genauereAussagen•uber
die Fronten zu machen.

In Abb. 5.7 sind die Gruppengeschwindigkeiten wg einer L2-SPI wie auch die bei-
den Frontgeschwindigkeiten v� (Re) bei 10% •uberkritischen Werten (� = 0:1) dargestellt.
Zus•atzlich sind nebenstehendnoch die Frontfrequenzen! � (Re) bei gleichem� aufgetragen.
Abgesehenvon dem schon bekannten Sprung in den einzelnenKurven f•allt auf, dassdie
Di�erenz zwischen Gruppengeschwindigkeit wg und Frontgeschwindigkeiten v� f•ur stark
negative Durch
 •usseRe < � 6 (links desSprungs)deutlicher gr•o�er ist, als bei Re > � 6
(rechts desSprungs).So z.B gilt bei Re = � 9: j� vj = jv� � vgj � 9, w•ahrend der Unter-
schied bei Re = 0 nur noch j� vj � 5 betr•agt. Entsprechend ergibt sich auch einedeutlich
gr•o�ere Di�erenz der beiden Frontgeschwindigkeiten v� zueinander.StarkesGegenblasen
Re < � 6 bedingt somit eine erhebliche Zunahme der Geschwindigkeiten v� , bzw. eine
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Abbildung 5.8: Frontgeschwindigkeiten v+ der + Fronten (a) v� der � Fronten
(b) einer L2-SPI bei Variation von R2. Re = 0, � = 0:5

Erniedrigung der •uberkritischen Werte � um bestimmte v� zu erreichen. In diesemPara-
meterbereich ist dasSystemanf•alliger f•ur St•orungen.Wirft man nun neben denGeschwin-
digkeiten v� (Re) einenBlick auf die zugeh•origen Frontfrequenzen! � (Re) soerkennt man
ein •ahnliches Verhalten wie in den Geschwindigkeiten. W•ahrend die Frequenzen! � (Re)
beider Fronten f•ur Re > � 6 nahezuidentisch sind und auch mit wachsendemRe nur sehr
langsamauseinanderlaufen,so ist bei Re < � 6 doch ein Unterchied � ! � 7 zu sehen.
Dies ist analogder Geschwindigkeiten v� auf die starke Korrelation mit dem auferlegten
Durch
uss zu erkl•aren. Weitere Rechnungen zu weniger •uberkritischen Werten � � 0:07,
bei denendie Di�erenzen j� vj in etwa den Werten aus Abb. 5.7 f•ur Re > � 6 entspricht,
zeigtendassdie Frequenzenv� (Re) dann ebenfalls sehrdicht beisammenliegen.

Neben der bislanggezeigtenRe Abh•angigkeit desBereichesin dem + und � Fronten in
unterschiedliche Richtungen propagierenund sich das Systemdemzufolgeim Bereich ab-
soluter Instabilit •at be�ndet existiert weiterhin eineAbh•angigkeit bzgl. der Gegenrotation
R2, sowie desRadienverh•altnisses� (vgl. Abschnitt 4.5). Diesesind in Analogie zu Abb.
5.8 aufgetragen.

Anders als bei der Variation von Re zeigt sich in den Abb. 5.8 und 5.10 f•ur den hier
betrachteten Bereich R2 = � 50::0 kein au�ergew•ohnlichesVerhalten wie in 5.5. F•ur den
Fall der R2 Variation bewegt sich die � Front 8R2 permanent positiver Richtung, w•ahrend
die +Front nach anf•anglich ebenfalls positiver Bewegungsrichtung stockt und in entge-
gengesetzterRichtung weiterpropagiert. Bei noch weiter •uberkritischen Werten kommt es
schlie�lic h abermals zum Stillstand der +Front und zu einer erneuten Umkehr des Vor-
zeichens in v+ . Dieser zweite Vorzeichenwechsel ist dabei sehr stark abh•angig von dem
gew•ahlten R2. Mit betragsm•a�ig zunehmendenR2 verschiebt sich dieserzu weiter •uber-
kritischen Werten hin (Abb. 5.8 und 5.9). Dabei symbolisiert der in Abb. 5.9 rechts,
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hellblau dargestellteBereich, analogzu Abb. 5.6 den absolut instabilen Zustand desSy-
stems,da hier beideFronten � in entgegengesetzterRichtung propagieren.Dieserw•achst
mit zunehmendemR2 kontinuierlich an. Bereits bei R2 � � 34 ist der •uberkritische Wert,
bei dem das Systemin den konvektiv instabilen Zustend zur•uckkehrt doppelt so gro� wie
der zugeh•orige kritische Wert (d.h. � = 1) wie auch ausAbb. 5.8 hervorgeht.

m

v

R2

m

R2

Abbildung 5.9: links: Frontgeschwindigkeiten der + und � Fronten einer L2-
SPI bei Variation von R2. rechts: Isolinie (schwarz) bei Stillstand der +Front:
v+ = 0; hell blau markiert ist der Bereich, in dem die beidenFronten in entge-
gengesetzteRichtungen propagierenund demnach dasSystemabsolut instabil
ist. Re = 0, � = 0:5

•AhnlichesVerhalten wie bei R2 Variation ist auch bei •Anderung desRadienverh•altnis-
ses� in Abb. 5.10 feststellbar. W•ahrend die � Fronten ebenfalls permanent in positiver
Richtung propagieren,wechselt das Vorzeichen von v+ der +Fronten ebenfalls zweimal,
abh•angig von den verwendeten•au�eren Parameter, von + nach � und zur•uck. Es bleibt
jedoch festzuhalten,dassgeradeder •uberkritische Wert � c� a, der dem zweiten Vorzeichen-
wechsel entspricht, sehr drastisch von � beein
usst wird. So •andert sich dieser deutlich
von � � 0:61 bei � = 0:5 bis hin zu � � 0:68 bei � = 0:55. Die entsprechendenWerte
f•ur � = 0:6 und � = 0:7 liegen, insofern •uberhaupt existent, au�erhalb des hier (Abb.
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5.10) untersuchten Bereiches (� � 7). Desweiteren zeigendie Kurven der Frontgeschwin-
digkeiten v+ in Abb. 5.10einedeutliche •Anderung in ihrer Steigungund Kr •ummung. Mit
ZunahmedesRadienverh•altnisses� nimmt die Steigungder v+ Kurvennach erreichen ihres
Minimums erkennbar ab. Weiterhin kommt ab � = 0:53 eine zweimalige •Anderung in der
Kr •ummung, von links- nach rechts gekr•ummt und zur•uck, hinzu. Es scheint sogar,dasses
f•ur 0:55 < � < 0:6 eineKurve gibt, bei der ein lokalesMaximum existiert.

Um die Ergebnisseder letzten beidenKapitel und den Zusammenhangbzgl. Frontpro-
pagation v� und Wachstumschwellen � c� a nochmals deutlich hervorzuheben, sind in Abb.
5.11die Wachstumsschwellen unterschiedlicher � und exemplarisch hierzu zwei Frontbewe-
gungen,alsSchnitt bei Re = 0, aufgetragen.Bei � = 0:5 erkennt man, dassich beideFront-
typen + und � unmittelbar oberhalb deskritischenWertesin gleicher (positiver) Richtung
bewegen.v+ und v� beitzengleichesVorzeichen. F•ur dasSystemals Ganzesbedeutetdies,
dasses sich im konvektiv-instabilen Zustand be�ndet, was im mittleren Graph daran zu
erkennen ist, dass man sich noch unterhalb der zugeh•origen Stabilit •atschwelle (orange-
gestrichenen)be�ndet (� � 0:05). Dieseist ja geradedurch den Stillstand der +Front und
die von nun an entgegegesetzte(negative) Propagationsrichtung bzgl. der � Front ausge-
zeichnet. Ab dieser ist das System absolut instabil. Bei weiterer Entfernung vom onset
•andert die Frontgeschwindigkeit v+ nun erneut ihr Vorzeichen (nun von � nach +), um
wieder in gleicher (positiver) Richtung wie die � Front zu propagieren(� c� a � 0:48). Das
Systembe�ndet sich nun erneut im Bereich konvektiver Instabilit •at (oberhalb der orange-
nen Kurve).
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5.6 Resum �e

Nach einer Einf•uhrung in die Theorie der Frontpropagation wurden diese, analog der
konvektiv-instabilen Stabilit •atsschwellen mittels Ginzburg-Landau-N•aherung und den li-
nearisiertenNavier-Stokes-Gleichungenberechnet. Abb. 5.2und 5.3zeigendie stark einge-
schr•ankte G•ultigkeit der Ginzburg-Landau-N•aherungf•ur L2-SPI. Anders als bei TVF und
1-SPI existierenbei 2-SPI Parameterbereiche, in denensich mit zunehmenderEntfernung
vom kritischen Punkt das Vorzeichen der Geschwindigkeit einer der beiden Fronten mit
wachsendemKontrollparameter mindestens zweimal •andert (Abb. 5.5 und 5.6). Diese
zus•atzliche Nullstelle stellt geradeden im vorhergehendenKapitel beschriebenen •Uber-
gangvom absolut in den konvektiv-instabilen Bereich bei wachsendemKontrollparameter
R1 dar (vgl. Abb. 5.11). Somit stellt dasVorzeichen sign(v+ v� ) desProdukts der beiden
Frontgeschwindigkeiten im Laborsystem eine alternative und geeignetereKlassi�zierung
der verschiedenenStabilit •atsbereiche dar.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

DieseArbeit befa�t sich mit der linearen Analyse von St•orungen und der Untersuchung
leicht •uberkritischer Kontrollparameter im Taylor-CouetteSysteminsbesonderef•ur L2-SPI.
F•ur denhier betrachteten Fall mit axial periodischenRandbedingungenbesitzt dasSystem
drei wichtige Kontrollparameter: die ReynoldszahlenR1; R2 von innerem-und •au�erem Zy-
linder und den von au�en auferlegten,axialen Durch
uss Re.

Untersucht wurden prim•are •Ubergangedes Systemsaus dem Grundzustand hin zu axi-
al periodischen Strukturen. Konkret wurden Taylor-Wirb el und Spiralwirbel betrachtet.
W•ahrend Taylor-Wirb el geschlossenerotationssymmetrische nichtpropagierende Wirb el
darstellen, handelt es sich bei SPI um azimutal wanderndeStrukturen die einer raum-
zeitlichen Gleitsymmetrie gen•ugen.SPI treten als spiegelsymmetrisch entartete links- und
rechtsh•andigeSpiralenauf, die durch Spiegelungf•ur z =const. •uberf•uhrt werdenk•onnen.
Zur Berechnung der kritischen Instabilit •aten wurden die linearisierten NSE in axialer und
azimutaler Richtung nach ebenenWellen mit der axialen (azimutalen) Wellenzahlk (m)
entwickelt.

Im ersten Teil der Arbeit wurden zahlreiche lineare Schwellen ermittelt. Aufgrund der
Symmetrieender betrachteten Strukturen l•a�t sich der zu untersuchende Parameterbe-
reich deutlich einschr•anken.
Der zweite Teil der Arbeit befa�t sich mit der Betrachtung von leicht •uberkritischen Kon-
trollparametern. Hierzu wurden die Feldgleichungen in der N•ahe der kritischen Werte f•ur
kleine Amplituden entwickelt. Die so erhaltenen Amplitudengleichungen beschreiben die
zeitliche und r•aumliche Dynanik dieserAmplituden. Der entscheidendeund wichtigste Un-
terschied im Vergleich zum ersten Teil besteht darin, dassim •uberkritischen Bereich ein
ganzesBand wachstumsf•ahigerModenexistiert und essomit zur Ausbildung von lokalisier-
ten Wellenpaketenkommenkann, dessenSchwerpunkt sich mit einerGruppengeschwindig-
keit fortbewegt. Dies legt die Einf•uhrung verschiedenerStabilit •atsbegri�e nahe, n•amlich
stabil, konvektiv instabil und absolut instabil.

Vornehmlich wurden hierbei 2-SPI mit der azimutaler Wellenzahl M = � 2 bei einem

121
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Radienverh•altnis � = 0:5 untersucht. Als Grundlageder Berechnungendienten sowohl die
Ginzburg-Landau-N•aherung, wie auch eineImplementierung der linearisierten NSE.
Wichtige Erkenntnisse zeigtensich einerseitsin den Koe�zien ten der linearen Terme der
Ginzburg-Landau-Gleichung. Insbesonderebei Berechnung derKoe�zien ten bzgl.desDurch-

usses traten Spr•ungeauf. Diesekonnten letztendlich auf einebei diesenParameternvor-
handenekomplexereStruktur der Eigenwert
 •ache und einedaraus resultierendeAufspal-
tung der marginalenKurven zur•uckgef•uhrt werden.Abh•angig von den jeweiligen Parame-
tern traten 'Inseln' wachstumsf•ahiger Moden auf. Dieseresultierenaus der Existenz eines
lokalenMaximums der marginalenStabilit •ats
 •ache f•ur 2-SPI und unterscheidensich somit
deutlich von TVF und 1-SPI, die in fr •uherenArbeiten untersucht wurden.
Als Folge dieserAufspaltung ergaben sich ebenfalls 'Spr•unge' in den konvektiven Stabi-
lit •atsschwellen R1c und eskonnte eine im Bezugauf 2-SPI eingeschr•ankte G•ultigkeit der
Ginzburg-Landau-N•aherungnachgewiesenwerden.Dieseund vielmehr noch die •Uberein-
stimmung der beiden hier verwendeten Verfahren ist dabei sehr stark von den jeweils
gew•ahlten Parameternabh•angig.
Hieraus resultiert ein bislang noch nicht beobachtetes Verhalten bez•uglich desBifurkati-
onsverhaltensausdemGrundzustand.Die Aufspaltung bedingt, dassesParameterbereiche
gibt, f•ur die abh•angigvon der WellenzahleneinzelneModen mit ZunahmedesKontrollpa-
rametersR1 zun•achst wachstumsf•ahig sind, dann aber wegged•ampft werden,um schlie�lic h
bei noch gr•o�eren R1 erneutwachstumsf•ahig zu werden.An jedemdieserdrei 
 = 0 Punkte
sollte eine L•osungherausbifurkieren,deren Stabilit •at allerdings im Rahmen der linearen
Analyseder St•orung desGrundzustandesnicht festzustellenist. Soetwaswurde bislangf•ur
eine 'einfache' Bifurkation ausdem Grundzustandnoch nicht beobachtet und bedarf noch
weiterer Untersuchungeninsbesonderedurch Simulation der vollen nichtlinearen Gleichun-
gen.

Bei UntersuchungenderFrontpropagationenkonnten Frontgeschwindigkeiten ermittelt wer-
den, die ihr Vorzeichen bei Betrachtung im Laborsystemmit wachsendemKontrollpara-
meter zweimal wechselten. Ebensotraten aber auch Fronten auf, deren Geschwidigkeiten
keinen Vorzeichenwechsel besitzen. Da geradedas Produkt der Vorzeichen der Frontge-
schwindigkeiten beider Fronten einesWellenpaketes ausschlaggebend f•ur den jeweiligen
Stabilit •atsbereich ist, mu�te auch hier etwas Neuesauftreten. Sokonnte im Bezugauf die
konvektiv-instabilen Stabilit •atschwellen R1c� a ein neuesund ungewohntes Verhalten bei
verschiedenenParameterkombinationen gefundenwerden. Es wurden sowohl Inseln, d.h.
geschlosseneBereiche absoluter Instabilit •at gefunden,als auch Bereiche, in denendie L2-
SPI f•ur beliebig•uberkritische Werte im Zustandder konvektiven Instabilit •at verharrt. Dies
beruht darauf, dassein zweiter Sattelpunkt auftritt. Dieser erf•ullt alle numerisch an ihn
gestellten Schwellenbedingungen,dessenMinima und Maxima in Real- und Imagin•arteil
der komplexen Wellenzahl Q = k � iK geradebzgl. des ersten Sattels vertauscht sind.
Hierausergeben sich Parameterbereiche, in denendasSystembei wachsendemKontrollpa-
rameter der Reihe nach absolut stabil, konvektiv instabil, absolut instabil und schlie�lic h
erneut konvektiv instabil ist. Andererseits existieren aber auch Parameters•atze, f•ur die
das Systemden Bereich absoluter Instabilit •at •uberhaupt nicht erreicht. Ausschlaggebend
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f•ur die absolute Instabilit •at des Systemsist die Tatsache, dassdie zugeh•origen Frontge-
schwindigkeiten unterschieliche Vorzeichen besitzen.Innerhalb dieserBereiche wurde eine
Abh•angigkeit mit den Parametern � ; R2; Re ermittelt.

Aufbauend auf dieser Arbeit ist k•unftig die Untersuchung der hier gefundenenAufspal-
tung der marginalen Kurven mittels den vollen Nichtlinearen Gleichungen von Interesse.
Denn im Gegensatzzu den glatten marginalenStabilit •ats
 •achen f•ur TVF und 1-SPI tritt
in der marginalen Stabilit •ats
 •ache der 2-SPI ein lokales Maximum, ein 'Gipfel' auf. Be-
sonderesAufmerksamkeit kommt hierbei dem Bifurkationsverhalten der Amplituden im
Existenzbereich mehrerermarginaler Kurven zu.
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Anhang

Mathematisc h numerisc he Verfahren

Shooting-V erfahren

RandwertproblemeRWP stellen eine allgemeinereFormulierung von Anfangswertproble-
men AW P dar. Hierbei wird eineL•osungy(x) einesn dimensionalengew•ohnlichen Di�e-
rentialgleichungssystems(mit n Randbedingungen)

y0 =

0

B
@

f 1(x; y1; :::; yn)
...

f n (x; y1; :::; yn )

1

C
A

gesucht. Diesesoll dabei Randbedingungenn1 und n2 auf zwei verschiedenenR•andern x0

und x1 erf•ullen (mit n = n1 + n2):

A
1
y(x0) = x0; B

1
y(x1) = y1

(wobei A
1
, B

1
2 Rn� n und x0; x1; y0; y1 2 R)

Die Idee beim einfachen Schie�verfahren besteht nun darin ein y zu suchen, das dass
Anfangswertproblem

A
1
y(x0) = y0; A

2
y0(x0) = by1

f•ur ein beliebigesby1 2 R und A
2

2 Rn� n an einem der beiden R•ander, z.B. am •Au�eren
l•ost. Hieraus ergibt sich die L•osungals Funktion des Parameters by1 womit sich der ent-
sprechende Wert y(x1) am •au�eren Rand x1 in Abh•angigkeit von by1 angeben l•a�t. Das
Problem ist somit auf das Au�nden der Nullstelle y(x1; by1) � y1 = 0 beschr•ankt. Das
Shooting-Verahrenreduziert dasRWP auf ein AW P und ein Nullstellenproblem.
Dassich soergebendegew•ohnlicheDi�eren tialgleichungssystemder n2 linear unabh•angigen
Startvektoren wird mittels einesRunge-Kutta-Verfahrens au�n tegriert. Im hier vorliegen-

125



126 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG
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yi

Abbildung 6.1: Runge-Kutta-Verfahren 4ter Ordnung. Es sind zus•atzlich die
4 St•utzstellen eingezeichnet, an denen die Ableitungen ki berechnet werden,
wobei 2 und 3 jeweils mit doppeltem Gewicht eingehen.

den Fall handelt essich um ein Verfahren4. Ordnung, f•ur dasgilt:

k1 = hf (xn ; yn )

k2 = hf (xn +
h
2

; yn +
k1

2
)

k3 = hf (xn +
h
2

; yn +
k2

2
)

k4 = hf (xn + h; yn + k3)

yn+1 = yn +
k1

6
+

k2

3
+

k3

3
+

k4

6

Hierbei liegt der Vorteil darin, dassbei der Berechnung von yn+1 die Ableitung y0 =
f (x; y) pro Iterationsschritt nicht nur an einer, sonderngleich an 4 verschiedenenSt•utz-
stellen ausgewertet wird und in das Ergebniseingeht (vgl. Abb. 6.1). Zudem werden die
verschiedenenSt•utzstellen noch unterschiedlich stark gewichtet, waseinedeutliche Minde-
rung von Diskretisierungsfehlerngegen•uber anderenVerfahrenbedingt.
Der Integrationsanfangist durch einensogenannten Startvektor gegeben, der die Randbe-
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dingungenbei x0 erf•ullt.

y(x0) =
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Die Au�n tegration ergibt nun einenWert f•ur y(x1). Durch Aufspaltung desobigenStart-
vektors1 gam•a�
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= x0;1y(1) + x0;2y(2) + x0;1y(3)

sieht man, dassman die Integration auch f•ur jeden Einheitsvektor seperat durchf•uhren
kann, woraussich am •au�eren Rand x1 die folgendeBedingungergibt:

0

B
@

y(1)
1 y(2)

1 y(3)
1

y(1)
2 y(2)

2 y(3)
2

y(1)
3 y(2)

3 y(3)
3

1

C
A

�
�
�
�
�
�
�
x= x0| {z }

�

0

@
x0;1

x0;2

x0;3

1

A =

0

@
0
0
0

1

A

A

Die x0;i 's stellen somit eine nicht-triviale L•osungdes Gleichungssystemsdar, so dassdie
Bestimmungsgleichung

detA = 0

lauten muss.DasdarauserhalteneCharakteristische Polynom kann nun mittels einesNull-
stellen�nders, wie etwa dem Newton-Raphson-Verfahren, gel•ost werden.

Newton-Raphson-V erfahren

Das Newton-Raphson-Verfahren ist ein Verfahrenum die Nullstelle einer Funktion zu �n-
den, ein Problem, das in dieserArbeit etwa ausder L•osbarkeitsbedingung(2.30) oder der
Sattelpunktsbedingung(4.6),(4.8) folgt.
Im Allgemeinenhandelt essich um eine Funktion F : CN ! CN , bei der die Nullstellen

1y( j )
i entspricht der i -ten Komponente desj -ten Startvektors
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x(j )
i 2 C; i = 1::N , f•ur welche in der i -ten Komponente Fi (x

(j )
1 :::x(j )

N ) = 0 gilt, gesucht
werden.Hierzu betrachtet man nun die Taylor-Reihe der zugeh•origen Funktion:

Fi (x + � x) = Fi (x) +
NX

k=1

@Fi

@xk
� xk

| {z }

+ O((� x)2)

( ) F(x + � x) = F (x) + J� x + O((� x)2)

Um nun die Forderung zu erf•ullen, dassder neue Wert F(x + � x) n•aher an Null liegt,
als der alte, setzt man diesenselbst auf Null F(x + � x) = 0, woraus sich unmittelbar die
Beziehung

F (x) = � J� x

=) xnew = xold + � x

Dies ist nun ein iterativ es Verfahren zur Berechnung der Nullstelle. Wichtig ist noch
zu erw•ahnen, dasses unter Umst•anden sehr sensitiv von dem entsprechenden Startwert
abh•angenkann, welche Nullstelle man �ndet, bzw. ob •uberhaupt einesolche au�ndbar ist.

Sattelpunktsanalyse

Die sogenannte Sattelpunktsanalyseist ein Verfahrenzur approximativen Berechnung von
Integralen der Form

I (� ) =
Z

C
e� F (z)dz (6.1)

mit der Einschr•ankung, dass� 'gross' und positiv ist. C stellt dabei einenIntegrationsweg
in der komplexen Ebene dar, wobei dessenWegendenkeinen signi�k anten Beitrag zum
Integral besitzensollen.
Das Verfahrenbasiert auf der Idee,eben geradediesenIntegrationswegC, soumzubiegen,
dassder wesentliche Beitrag desIntegrals auf einem m•oglichst kleinen Teil desIntegrati-
onswegszu liegenkommt:
- bei reellenFunktionen entspr•ache diesdem Bereich um dasMaximum
- im Fall komplexerFunktionen ergibt sich der Sachverhalt etwas schwieriger wie folgt:

Voraussetzungenseien:

F (z) = u + iv analytisch mit z = x + iy (6.2)

Mittels der Cauchy-Riemann-Di�er entialgleichungen(CRDGL) f•ur analytische Funktio-
nen:

a)
@u
@x

=
@v
@y

und b)
@v
@x

= �
@u
@y

(6.3)
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folgt, dassabgesehenvon Singularit•aten, wederu, noch v ein Maximum besitzenk•onnen,
da gilt:

(mit (6:3))
@2u
@x2

=
@
@x

(
@v
@y

) =
@
@y

(
@v
@x

) = �
@2u
@y2

(6.4)

( ) r 2u =
@2u
@x2

+
@2u
@y2

= 0 (6.5)

(analogerh•alt man auch r 2v = 0.) Somit ergibt sich aus(6.5) unmittelbar die Bedingung:

@2u
@x2

< 0 ( )
@2u
@y2

> 0 (6.6)

Ein Punkt auf der Ober
 •ache u(x; y), der sowohl die Extremalbedingung

@u
@x

= 0 =
@u
@y

(6.7)

erf•ullt (somit ist dieserein '
ac her Punkt'), als auch der Gleichung (6.5) gen•ugt mussalso
ein Sattelpunkt sein. Indem man (6.7) in (6.5) einsetzt erkennt man, dassein Sattelpunkt
der Funktion u(x; y), ebensoeinender Funktion v(x; y) darstellt.

0 =
@u
@y

=
@u
@x

=
@v
@y

(6.8)

=) F 0(z) = 0 (6.9)

Approximativ gilt in der N•ahedesSattelpunkteszs

F (z) � F (zs) + O((z � zs)2) (6.10)

(6:1) =) I (� ) =
Z

C
e� F (z)dz � I (� ) = e� F (zs )

Z

C0
dz (6.11)

Falls einelineareN•aherungwie in (6.11)nicht ausreichendist, som•ussenevtl. noch quadra-
tische Terme (oder weitere h•ohereOrdnungen) in die N•aherung(6.10) mit ber•ucksichtigt
werden.DasverbleibendeIntegral

R
C0 dz ergibt f•ur den nun durch den Sattelpunkt verlau-

fendenIntegrationsweg C0 einenkonstanten Wert und ist somit unproblematisch.
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